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Ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ
îòîáðàæåíèé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Â.È.Äàíèëîâ, Ã.À.Êîøåâîé

Â ñëó÷àå âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ K èìåþòñÿ äâà áëèçêèõ
ðåçóëüòàòà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðâûé óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå íóëåâûõ
òî÷åê íåïðåðûâíîãî (è íàïðàâëåííîãî âíóòðü) âåêòîðíîãî ïîëÿ íà K.
Âòîðîé - ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ K â ñåáÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîõîæèå ðåçóëüòàòû âåðíû è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà X - êîíå÷íîå �âûïóêëîïîäîáíîå� ïîäìíîæåñòâî. Êîíå÷íî,
ãëàâíîå òóò - ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå �íåïðåðûâíîñòè�.

Ýòà ðàáîòà áûëà èíèöèèðîâàíà íåäàâíåé ñòàòüåé Èèìóðà [1]. Â íåé
ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ ïîäîáíîãî òèïà. Ïðèâåäåííîå
äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæàëî ÿâíóþ îøèáêó; ïîçæå â [2] áûë ïîñòðîåí
êîíòðïðèìåð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì îáùóþ ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ òî÷åê, îñíîâàííóþ íà ïîíÿòèè �áëè-
çîñòè� íà X. Â òåðìèíàõ �áëèçîñòè� ìû ôîðìóëèðóåì êàê �íåïðåðûâ-
íîñòü� (ìû íàçûâàåì ýòî ïëàâíîñòüþ) âåêòîðíîãî ïîëÿ, òàê è òðåáîâà-
íèå �âûïóêëî-ïîäîáíîñòè� (ìû íàçûâàåì ýòî àöèêëè÷íîñòüþ). Åñëè ýòè
äâà òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû, òî ñóùåñòâóåò íóëü âåêòîðíîãî ïîëÿ (èëè
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ). Â ñèòóàöèè, êîãäà X ñîñòîèò èç öå-
ëûõ òî÷åê â Rn, ìû ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Èèìóðà
(íåçàâèñèìî äîêàçàííûé â [2]).

1 Âûïóêëûé ñëó÷àé

Â äàëüíåéøåì V îçíà÷àåò êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.
Ãîâîðÿ î òîïîëîãèè, ìû âñåãäà èìååì â âèäó êàíîíè÷åñêóþ òîïîëîãèþ
íà V .
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Êëàññè÷åñêèì óòâåðæäåíèåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
Áðàóýðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K - âûïóêëûé íåïóñòîé êîìïàêò â V , è f -
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå K â ñåáÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ K,
òàêàÿ ÷òî f(x∗) = x∗.

Áëèçêèì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î íóëÿõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Âåêòîð-
íûì ïîëåì áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå â V . Íàïðèìåð, åñëè f - îòî-
áðàæåíèå K â ñåáÿ, òî v(x) = f(x) − x çàäàåò âåêòîðíîå ïîëå íà K,
íåïðåðûâíîå äëÿ íåïðåðûâíîãî f . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòî âåêòîðíîå
ïîëå íàïðàâëåíî �âíóòðü� K. ×òîáû ïðèäàòü ýòîìó òî÷íûé ñìûñë, ââå-
äåì ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà.

Ïóñòü K - âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî V , è x - òî÷êà K. Âåêòîð v ∈ V

íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ê K â òî÷êå x, åñëè òî÷êà x+tv ïðèíàäëåæèò
K äëÿ íåêîòîðîãî t > 0. Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ îáî-
çíà÷àåòñÿ Con(K, x). Ýòî âûïóêëûé, õîòÿ íå âñåãäà çàìêíóòûé êîíóñ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè x - îòíîñèòåëüíî âíóòðåííÿÿ òî÷êà K, òî Con(K, x)
ïðåâðàùàåòñÿ â �êàñàòåëüíîå� ïðîñòðàíñòâî R(K − K). Äëÿ äàëüíåé-
øåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ

Ëåììà. Åñëè òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé âûïóêëîé ñìåñüþ
òî÷åê x è y èç K, òîãäà Con(K, x) ⊂ Con(K, z) (è àíàëîãè÷íî äëÿ
Con(K, y)).

Âåêòîðíîå ïîëå v íà K íàïðàâëåíî âíóòðü, åñëè v(x) ∈ Con(K, x)
äëÿ ëþáîãî x ∈ K.

Òåîðåìà 1'. Ïóñòü K - íåïóñòîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî â V , è v - íåïðåðûâíîå è íàïðàâëåííîå âíóòðü âåêòîðíîå ïîëå
íà K. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗, òàêàÿ ÷òî v(x∗) = 0.

Ýòè äâå òåîðåìû ëåãêî ñâîäÿòñÿ îäíà ê äðóãîé. Òåîðåìà 1 î÷åâèä-
íî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1'. ×òîáû ïîêàçàòü îáðàòíîå, âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé êîíñòðóêöèåé. Ñíàáäèì V ñòðóêòóðîé åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ïóñòü B - çàìêíóòûé øàð â V , ñîäåðæàùèé
K. Ïóñòü, íàêîíåö, r : B → K - ðåòðàêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ òî÷êå b
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èç B áëèæàéøóþ ê íåé òî÷êó r(b) èç K. Î÷åâèäíî, ÷òî r íåïðåðûâ-
íîå (è äàæå ëèïøèöåâî) îòîáðàæåíèå. Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæå-
íèå g : K → K, g(x) = r(x + v(x)). Ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
è äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà
x∗ - áëèæàéøàÿ èç K ê x∗ + v(x∗). Â ÷àñòíîñòè, ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå (v(x), w) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî w èç êàñàòåëüíîãî êîíóñà Con(K, x∗).
Òàê êàê âåêòîð v(x) òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó êàñàòåëüíîìó êîíóñó,
òî (v(x∗), v(x∗)) ≤ 0, îòêóäà v(x∗) = 0. �

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò íóæåí �ìíîãîçíà÷íûé� âàðèàíò òåîðåìû
1'. Ïóñòü M - êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è p : M → K -
ñþðúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, âñå ñëîè êîòîðîãî p−1(x) àöè-
êëè÷íû (íàïðèìåð, ñòÿãèâàåìûå). Ïóñòü, íàêîíåö, v : M → V - íåïðå-
ðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå, íàïðàâëåííîå �âíóòðü� K â òîì ñìûñëå, ÷òî
v(m) ∈ Con(K, p(m)) äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ M .

Òåîðåìà 1�. Â ýòîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò òî÷êà m∗ ∈ M , òàêàÿ
÷òî v(m∗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òîò æå òðþê ñ ðåòðàêöèåé r : B → K.
Ïîñòðîèì äðóãîå îòîáðàæåíèå g : M → K, ïîëàãàÿ g(m) = r(p(m) +
v(m)). Ïî òåîðåìå Ýéëåíáåðãà-Ìîíòãîìåðè [3] ñóùåñòâóåò òî÷êà m∗,
òàêàÿ ÷òî p(m∗) = g(m∗). Òî åñòü p(m∗) - áëèæàéøàÿ èç K òî÷êà ê
p(m∗) + v(m∗). Äàëåå âñå çàâåðøàåòñÿ êàê âûøå. �

2 Äèñêðåòíûé ñëó÷àé

Ìû õîòèì ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1, çàìåíèâ âû-
ïóêëûé êîìïàêò K êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì X (è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç K ìíî-
ãîãðàííèê co(X) - âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà X). Ãëàâíàÿ ïðîáëå-
ìà ñîñòîèò â äâóõ âåùàõ. Íàì íóæíî êàê-òî ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå
�íåïðåðûâíîñòè� è êàê-òî ïðàâèëüíî èñïîëüçîâàòü �âûïóêëîñòü�. Îáå
ýòè âåùè ìû ïðåäëàãàåì ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ áëèçîñòè íà
X.
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Îïðåäåëåíèå.Îòíîøåíèåì áëèçîñòè (èëè òîëåðàíòíîñòè) íà ìíî-
æåñòâå X íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøå-
íèå T íà X. Ïîäìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ êëèêîé, åñëè âñå ÷ëåíû S

áëèçêè ìåæäó ñîáîé (èíà÷å ãîâîðÿ, S × S ⊂ T ).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ �íåïðåðûâíîñòè� âåêòîð-
íîãî ïîëÿ v, îïðåäåëåííîãî íà X. ×òîáû ïîäîéòè ê ýòîìó, âåðíåìñÿ
ñíîâà ê íåïðåðûâíîìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó x. Åñëè
v(x) = 0, âñå â ïîðÿäêå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ òî÷åê x′, áëèçêèõ ê
x, âåêòîðà v(x′) òàêæå áëèçêè ê v(x). Íàïðèìåð, íàõîäÿòñÿ â ε-øàðå
âîêðóã v(x). Åñëè C - êîíóñ, ïîðîæäåííûé øàðîì v(x) + εB, òî ïðè
ìàëîì ε îí áóäåò çàîñòðåííûì â íóëå.
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Îòòàëêèâàÿñü îò ýòîãî íàâîäÿùåãî ñîîáðàæåíèÿ, äàäèì

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v íà X T -ïëàâíîå, åñëè
äëÿ ëþáîé êëèêè S ìíîæåñòâî v(S) = {v(s), s ∈ S} ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì çàîñòðåííîì êîíóñå.

Êîíå÷íî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè 0 ïðèíàäëåæèò co(v(S)), òî äëÿ íåêî-
òîðîãî s ∈ S ìû èìååì v(s) = 0. Èíòóèòèâíî - â áëèçêèõ òî÷êàõ âåêòîðà
íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó.

Âòîðàÿ ÷àñòü òðåáîâàíèé èíòóèòèâíî îçíà÷àåò, ÷òî áëèçîñòü T ïðå-
âðàùàåò X â àöèêëè÷íûé îáúåêò. Äëÿ ýòîãî ìû ñòàíäàðòíûì ñïîñî-
áîì ñâÿæåì ñ T ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ |T |. Ïî îïðåäåëåíèþ, |T |
ñîñòîèò èç âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ íà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùå-
ìó îãðàíè÷åíèþ: íîñèòåëü supp(µ) := {x ∈ X, µ(x) > 0} ìåðû µ

ÿâëÿåòñÿ êëèêîé. Òîïîëîãèÿ íà |T | ââîäèòñÿ åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì.
Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå p : |T | → K = co(X) ïî ëèíåéíîñòè:
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p(µ) =
∑

x∈X µ(x)x. Î÷åâèäíî, ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî áëèçîñòü T íà X ⊂ V àöèêëè÷íà, åñ-
ëè îòîáðàæåíèå p : |T | → co(X) ñþðúåêòèâíî, è äëÿ ëþáîé òî÷êè
ξ ∈ co(X) åå ïðîîáðàç p−1(ξ) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

Íåñêîëüêî ãðóáî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îò ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷êè ξ

êàê âûïóêëîé êîìáèíàöèè íåêîòîðîé êëèêè ê ëþáîìó äðóãîìó òàêîìó
ïðåäñòàâëåíèþ ìîæíî ïåðåéòè íåïðåðûâíûì îáðàçîì.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ⊂ V çàäàíî âåêòîð-
íîå ïîëå v, íàïðàâëåííîå âíóòðü K = co(X). Ïðåäïîëîæèò òàêæå,
÷òî íà X èìååòñÿ áëèçîñòü T , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì òðåáîâàíèÿì:

1) ïîëå v T -ïëàâíîå,
2) áëèçîñòü T àöèêëè÷íà.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ X, òàêàÿ ÷òî v(x∗) = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : X → X îòîáðàæåíèå. È ïóñòü T - àöè-
êëè÷íàÿ áëèçîñòü íà X, òàêàÿ ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v, v(x) = f(x)−x,
ÿâëÿåòñÿ T -ïëàâíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f . �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ëåãêî ñâîäèòñÿ ê òåîðåìå 1�. Â ñàìîì äåëå,
ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ṽ : |T | → V , çàäàííîå ôîðìó-
ëîé: ṽ(µ) =

∑
x µ(x)v(x). Èç Ëåììû âèäíî, ÷òî îíî íàïðàâëåíî âíóòðü

K = co(X). Òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ 2) ñëîè îòîáðàæåíèÿ p : |T | → K

àöèêëè÷íû, à |T | - ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, òî ïî òåîðåìå 1� ñóùåñòâóåò
íóëü ýòîãî ïîëÿ, òî åñòü µ ∈ |T |, òàêàÿ ÷òî ṽ(µ) = 0.

Ïóñòü òåïåðü S = supp(µ) - ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëèêà. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ṽ(µ) =

∑
s∈S µ(s)v(s). Â ñèëó óñëîâèÿ 1) âåêòîðû v(s), s ∈ S, ïðè-

íàäëåæàò íåêîòîðîìó çàîñòðåííîìó êîíóñó C â V . Òàê êàê ṽ(µ) = 0, òî
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S ìû èìååì v(s) = 0. �

Òðåáîâàíèå àöèêëè÷íîñòè 2) âàæíî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðè-
ìåð. Ïóñòü X - ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ òî÷åê 0,1,2
è 3. Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò 0 â 2, 2 â 3, 3 â 1 è 1 â 0. Òî÷êè 0 è 2

5



áëèçêè, êàê è òî÷êè 1 è 3. ßñíî, ÷òî óñëîâèå 1) òåîðåìû âûïîëíåíî,
íî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ó f íåò. Êîíå÷íî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, òî÷êà 3/2
îáëàäàåò (ðîâíî) äâóìÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êàê âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ 0
è 2 è êàê âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ 1 è 3.

Òðåáîâàíèå àöèêëè÷íîñòè âûãëÿäèò åñòåñòâåííûì, íî òðóäíûì äëÿ
ïðîâåðêè. Íèæå ìû ïðèâåäåì áîëåå óäîáíîå (íî ìåíåå îáùåå) òðåáî-
âàíèå. Ôàêòè÷åñêè îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëîè êàíîíè÷åñêîé ïðîåê-
öèè p : |T | → K äîëæíû áûòü (íåïóñòûìè) âûïóêëûìè ìíîæåñòâà-
ìè. Â òåðìèíàõ îòíîøåíèÿ áëèçîñòè ýòî óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
ïóñòü òî÷êà ξ ∈ K ïðåäñòàâëåíà êàê íåâûðîæäåííàÿ âûïóêëàÿ êîì-
áèíàöèÿ êëèêè S è S ′; òîãäà èõ îáúåäèíåíèå S ∪ S ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êëèêîé. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè
íóëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (èëè íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ) ìîæåò
áûòü ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Êàêóòàíè âìåñòî òåîðåìû
Ýéëåíáåðãà-Ìîíòãîìåðè.

Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò íàëè÷èå ïîëèýäðàëü-
íîãî ðàçáèåíèÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà K. À èìåííî, äëÿ êàæäîé
òî÷êè ξ ∈ K îáîçíà÷èì S(ξ) ìàêñèìàëüíóþ êëèêó, òàêóþ ÷òî ξ ïðåäñòà-
âëÿåòñÿ êàê íåâûðîæäåííàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ èç S(ξ).
Òîãäà ìíîãîãðàííèê K ðàçáèâàåòñÿ íà êëåòêè relint(co(S(ξ)). Îáðàòíî,
åñëè ìû èìååì ïîëèýäðàëüíîå ðàçáèåíèå K ñ âåðøèíàìè â X (è ñ÷è-
òàåì áëèçêèìè òî÷êè èç îäíîãî ìíîãîãðàííèêà ðàçáèåíèÿ), òî ïëàâíîå
âåêòîðíîå ïîëå íà X èìååò íóëè.

Ñîâñåì ïðîñòîé ñëó÷àé âîçíèêàåò, êîãäà ïîëèýäðàëüíîå ðàçáèåíèå K

ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ñèìïëèöèàëüíûì ðàçáèåíèåì. Ýòî â òî÷íîñòè
îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå p : |T | → K âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå íóëåé T -ïëàâíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áðàóýðà (òî÷íåå, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1').
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3 Ïðèìåíåíèå ê öåëî÷èñëåííûì ðåøåòêàì

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà ïðî ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà â ïðîèç-
âîëüíîì (êîíå÷íîìåðíîì) âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òåïåðü ìû õî-
òèì îáñóäèòü âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà V åñòü êîîðäèíàòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Rn, à X - êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå
Zn. Äåëî â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn îáëàäàåò åñòåñòâåííûì ïîëèýä-
ðàëüíûì ðàçáèåíèåì íà öåëûå åäèíè÷íûå êóáû, è ìîæíî ýòèì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ äëÿ îðãàíèçàöèè ïîëèýäðàëüíîãî ðàçáèåíèÿ co(X).

Ñòàíäàðòíûì êóáè÷åñêèì ðàçáèåíèåì Rn ìû áóäåì íàçûâàòü ñîâî-
êóïíîñòü êóáîâ Qm = m+[0, 1]n, ãäå m ïðîáåãàåò Zn. Ýòî äåéñòâèòåëüíî
ïîëèýäðàëüíîå ðàçáèåíèå Rn ñ âåðøèíàìè â Zn.

Ïîëèýäðàëüíîå ðàçáèåíèå P ìíîãîãðàííèêà K = co(X) åñòåñòâåí-
íî áðàòü ñîñòîÿùèì èç ìíîãîãðàííèêîâ Pm = Qm ∩ K. Îäíàêî ìû â
ïåðâóþ î÷åðåäü äîëæíû ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ýòî äåéñòâèòåëüíî
îêàçàëîñü X-ðàçáèåíèå, òî åñòü ÷òîáû âåðøèíû âñåõ òàêèõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ ïðèíàäëåæàëè X. Äëÿ ýòîãî ìû, êîíå÷íî, äîëæíû ñ÷èòàòü, ÷òî
X = K ∩ Zn, òî åñòü (â òåðìèíîëîãèè àâòîðîâ) ìíîæåñòâî X áûëî
ïñåâäî-âûïóêëûì. Íî ýòîãî ìàëî! Ìû äîïîëíèòåëüíî äîëæíû ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû âñå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêîâ Pm áûëè öåëûìè!

Îïðåäåëåíèå.Ìíîãîãðàííèê K â Rn íàçûâàåòñÿ âïîëíå öåëûì, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî m ∈ Zn ìíîãîãðàííèê Qm ∩ K èìååò öåëûå âåðøèíû.
Ìíîæåñòâî X ⊂ Zn íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííî âûïóêëûì, åñëè ìíîãî-
ãðàííèê co(X) âïîëíå öåëûé è X = co(X) ∩ Zn.

Êîíå÷íî, íå ëþáîé öåëûé ìíîãîãðàííèê âïîëíå öåëûé. Äëÿ ýòîãî,
íàïðèìåð, âñå åãî ðåáðà äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû âåêòîðàì, ó êîòî-
ðûõ âñå êîîðäèíàòû ðàâíû 0 èëè ±1. Íî âñå-òàêè èõ äîâîëüíî ìíîãî.
Íàïðèìåð, ëþáîé öåëûé ïîëèìàòðîèä, è ìíîãèå äðóãèå (öåëûå) ìíîãî-
ãðàííèêè. Ìîæíî ïðåäëîæèòü äðóãóþ õàðàêòåðèçàöèþ âïîëíå öåëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ. Ýòî òàêèå ìíîãîãðàííèêè K, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
i = 1, ..., n è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà k ïåðåñå÷åíèå K ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ
[x = k] ÿâëÿåòñÿ öåëûì ìíîãîãðàííèêîì.
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Áëèçêèå (öåëûå) òî÷êè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàçáèåíèÿ - ýòî òî÷êè,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè â ìåòðèêå l∞ (ìàêñèìóì ìîäóëÿ ðàçíîñòè
êîîðäèíàò) íå ïðåâûøàåò 1. Ïîíÿòèå �ïëàâíîñòè� òîæå ìîæíî êîíêðå-
òèçèðîâàòü, ñ÷èòàÿ áëèçêèìè êîìîíîòîííûå âåêòîðà. Âåêòîðà v è w èç
Rn íàçûâàþòñÿ êîìîíîòîííûìè, åñëè viwi ≥ 0 äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
i = 1, ..., n.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K - öåëî÷èñëåííî âûïóêëîå êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî â Zn. Ïóñòü v : X → Rn - âåêòîðíîå ïîëå, òàêîå ÷òî äëÿ
ëþáûõ áëèçêèõ òî÷åê x è y âåêòîðà v(x) è v(y) êîìîíîòîííû. Åñ-
ëè, íàêîíåö, âñå âåêòîðà v(x) íàïðàâëåíû âíóòðü K, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà x∗ ∈ X ñ v(x∗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó Òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëå v

ÿâëÿåòñÿ T -ïëàâíûì. Ïóñòü S - íåêîòîðàÿ êëèêà. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå.
Ïðèïèøåì èíäåêñó i çíàê +, åñëè ñóùåñòâóåò s ∈ S ñ ïîëîæèòåëüíûì
vi(s). Ïðèïèøåì çíàê −, åñëè ñóùåñòâóåò s ∈ S ñ îòðèöàòåëüíûì vi(s).
Èç óñëîâèÿ êîìîíîòîííîñòè ÿñíî, ÷òî ýòè íàçíà÷åíèÿ çíàêîâ íåïðî-
òèâîðå÷èâû. Íàêîíåö, îñòàâøèìñÿ èíäåêñàì ïðèïèøåì çíàê 0. È ýòè
�çíàêè� îáîçíà÷èì ε(i). Òîãäà âñå âåêòîðû v(s), s ∈ S, ïðèíàäëåæàò
�îðòàíòó� ×i(ε(i)R+) â Rn, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ çàîñòðåííûì.
�

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [2]), ÷òî âïîëíå öåëûé ìíîãîãðàí-
íèê îáëàäàåò öåëîé òðèàíãóëÿöèåé, âïèñàííîé â P . Ýòî ïîçâîëÿåò èíà÷å
äîêàçàòü Òåîðåìó 3 (ñì. [2]).

Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ìû èç òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå ïðî ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðèâåäåì îòâåò â ôîðìå
Êàêóòàíè. Ïóñòü F - íåïóñòîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå èç X â X (ãäå ïî-
ïðåæíåìó X - ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê íåêîòîðîãî âïîëíå âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà â Rn). Ïîòðåáóåì ñëåäóþùå äâà óñëîâèÿ. Ïåðâîå: îá-
ðàç ëþáîé òî÷êè F (x) - ïñåâäî-âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X (òî åñòü
F (x) = co(F (x))∩Zn; ýòî àíàëîã âûïóêëîñòè îáðàçà â òåîðåìå Êàêóòà-
íè). È âòîðîå: ñóùåñòâóåò �ñîõðàíÿþùåå íàïðàâëåíèÿ�, òî åñòü ïëàâíîå
âåêòîðíîå ïîëå v íà X, òàêîå ÷òî ëó÷ x+R+v(x) ïåðåñåêàåò coF (x) äëÿ
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ëþáîé òî÷êè x ∈ X. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F , òî åñòü
x∗ ∈ X, òàêàÿ ÷òî x∗ ∈ F (x∗).

Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî, ÷òî ïîëå v íàïðàâëåíî âíóòðü K. Ïîýòîìó
èç òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò x∗ ∈ X ñ v(x∗) = 0. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ëó÷
x∗+R+v(x∗) âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó x∗, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x∗ ∈ coF (x∗).
À òàê êàê òî÷êà x∗ öåëàÿ, ìû èç ïñåâäî-âûïóêëîñòè F (x∗) çàêëþ÷àåì,
÷òî x∗ ∈ F (x∗). �
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