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1 Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ñêîëü áîëüøóþ ðîëü â ðàçíûõ îáëàñòÿõ èãðàþò âîãíó-
òûå (è/èëè âûïóêëûå) ôóíêöèè. Îäíàêî èõ ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èâàëîñü
íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî â öåëî÷èñëåí-
íûõ çàäà÷àõ àíàëîãè÷íóþ ðîëü äîëæíà èãðàòü êàêàÿ-òî "ïðàâèëüíàÿ"
ìîäèôèêàöèÿ ïîíÿòèÿ âîãíóòîñòè. Äîâîëüíî ÿñíî, ÷òî ñ÷èòàòü âîãíó-
òîé ôóíêöèåé îò îäíîé (öåëî÷èñëåííîé) ïåðåìåííîé. Ôóíêöèÿ f íà Z
"âîãíóòà", åñëè 2f(a) ≥ f(a− 1) + f(a + 1) . Ýòî æå ñâîéñòâî ìîæíî âû-
ðàçèòü êàê íåâîçðàñòàíèå ïåðâûõ ðàçíîñòåé f(a)−f(a−1) , îòêóäà ñðàçó
âèäíà ñâÿçü ñ òàê íàçûâàåìûìè ðàçáèåíèÿìè. À ðàçáèåíèÿ ïàðàìåòðèçó-
þò ìíîãèå èíòåðåñíûå îáúåêòû - íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ GL(N)
è ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï, ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè Øóðà, äèàãðàììû
Þíãà, êîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû è ò.ï. (ñì. íàïðèìåð [4]).

Â ðàáîòe [3] ìû ðàçâèâàåì îáùóþ òåîðèþ äèñêðåòíîé (öåëî÷èñëåí-
íîé) âûïóêëîñòè. Çäåñü æå ìû õîòèì ïîãîâîðèòü î ñëåäóþùåì (ïîñëå
îäíîìåðíîãî) ñëó÷àå - äèñêðåòíî âîãíóòûõ ôóíêöèÿõ îò äâóõ (öåëî÷èñ-
ëåííûõ) ïåðåìåííûõ. (Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ
èìååòñÿ ôàêòè÷åñêè îäíà òåîðèÿ äèñêðåòíîé âûïóêëîñòè, ïîýòîìó ìû
áóäåì â äàëüíåéøåì ãîâîðèòü ïðîñòî î äèñêðåòíî âîãíóòûõ ôóíêöè-
ÿõ.) Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêèå ôóíêöèè èìåþò
ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òàêèì âîïðîñàì, êàê ðàçëîæåíèå
íà íåïðèâîäèìûå ÷àñòè òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé, ñïåêòð ñóììû äâóõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö, êîýôôèöèåíòû
Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà è ò.ï. Â íàñòîÿùåé ðàáîòe ìû îáñóäèì ñâÿçü òà-
êèõ ôóíêöèé ñ ìîäóëÿìè íàä êîëüöàìè äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ.

Ïóñòü M - ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû íàä êîëüöîì äèñêðåòíîãî íîð-
ìèðîâàíèÿ A ñ óíèôîðìèçèðóþùåé T . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ åìêîñòè
c(M, ·) ôîðìóëîé c(M, a) = l(M/T aM) , ãäå l îáîçíà÷àåò äëèíó ìîäóëÿ,
à a = 0, 1, · · · . Òîãäà c(M, ·) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíî âîãíóòîé ôóíêöèåé îò
îäíîé ïåðåìåííîé. Âîîáùå, åñëè çàäàíû n ïîäìîäóëåé N1, N2, · · · , Nn

ìîäóëÿ M , ìîæíî îáðàçîâàòü ôóíêöèþ åìêîñòè c(M ; N1, · · · , Nn; ·) îò
n (öåëî÷èñëåííûõ) ïåðåìåííûõ a1, . . . , an ïî ïðàâèëó

c(M ; N1, · · · , Nn; a1, · · · , an) = l(M/(T a1N1 + · · ·+ T anNn)).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà äèñêðåòíî âîãíóòà (åñëè áîëåå òî÷íî, òî ∗An -
âîãíóòà, â òåðìèíîëîãèè [3]). Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëè íàä êîëüöàìè äèñ-
êðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ äàþò ñïîñîá ñòðîèòü äèñêðåòíî âîãíóòûå ôóíê-
öèè. È ãëàâíîå ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ïðè n = 2 òàê ïîëó÷àþòñÿ ëþáûå (áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîäåð-
æèòñÿ â Òåîðåìå 2) äèñêðåòíî âîãíóòûå ôóíêöèè. Âàæíóþ (õîòÿ è ïðî-
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ìåæóòî÷íóþ) ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé èãðàþò
êîíå÷íûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

2 Ìîäóëè íàä êîëüöîì äèñêðåòíîãî íîðìè-

ðîâàíèÿ

Õîòÿ ïî÷òè âñå äàëüíåéøåå ïðîõîäèò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà äèñêðåò-
íîãî íîðìèðîâàíèÿ, ìû äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ òåì ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì, êîãäà A = K[[T ]] åñòü êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä
íåêîòîðûì ïîëåì K . Â ýòîì ñëó÷àå çàäàòü A -ìîäóëü (êîíå÷íîé äëèíû)
- ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî çàäàòü (êîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
M íàä ïîëåì K âìåñòå ñ íèëüïîòåíòíûì äåéñòâèåì îïåðàòîðà T íà
íåì. Äëèíîé òàêîãî ìîäóëÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ðàçìåðíîñòü åãî êàê âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ñèëó íèëüïîòåíòíîñòè T äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî
h T hM = 0 ; ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî h = h(M) íàçûâàåòñÿ âûñîòîé
ìîäóëÿ M . Íàïðèìåð, íóëåâîé ìîäóëü èìååò âûñîòó 0 ; öèêëè÷åñêèé
ìîäóëü C(h) = A/T hA èìååò âûñîòó h . Ìîäóëè âûñîòû 1 íàçûâàþòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè.

Ëþáîé A -ìîäóëü (êîíå÷íîãî òèïà, äðóãèõ íå áóäåò) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
êàê ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ìîäóëåé. (Â òåðìèíàõ íèëüïîòåíòíîãî
îïåðàòîðà T ýòî óòâåðæäåíèå ïðî æîðäàíîâó ôîðìó.) Õîòÿ òàêèõ ðàç-
ëîæåíèé M = ⊕iC(hi) ìîæåò áûòü ìíîãî, íàáîð öåëûõ ÷èñåë hi , óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïî óáûâàíèþ, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è íàçûâàåòñÿ òèïîì

ìîäóëÿ M . Òèï ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ÷èñëà l(M) . Îäíàêî áîëåå óäîáíî
ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé åìêîñòè ìîäóëÿ c = c(M, ·) , çàäàííîé íà ìíîæå-
ñòâå Z+ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ öåëîãî a ≥ 0 c(M, a) = l(M/T aM) .
Òàê êàê l(C(h)/T aC(h)) = min(h, a) , òî äëÿ ìîäóëÿ M = ⊕iC(hi)

c(M, a) =
∑

i

min(hi, a).

Îòñþäà âèäíà "äèñêðåòíàÿ âîãíóòîñòü" ôóíêöèè c , à òàêæå ñïðàâåäëè-
âîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðî îäíîçíà÷íóþ îïðåäåëåííîñòü òèïà. Â ñàìîì äåëå,
÷èñëî hi , ðàâíûõ íåêîòîðîìó h , ðàâíî "âòîðîé ïðîèçâîäíîé" (èëè ëó÷-
øå - âòîðîé ðàçíîñòè) ôóíêöèè c â òî÷êå h .

Ìû íàçûâàåì c(M, ·) ôóíêöèåé åìêîñòè ìîäóëÿ M , òàê êàê c(M, a)
ðàâíî ðàçìåðíîñòè (äëèíå) A -ìîäóëÿ HomA(C(a), M) . Ýòî ñíîâà âèä-
íî èç òîãî ôàêòà, ÷òî Hom(C(a), C(h)) ∼= C(min(a, h)) . Òàêèì îáðàçîì
c(M, a) èçìåðÿåò "êîëè÷åñòâî îòîáðàæåíèé" C(a) â M .

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ c : Z+ −→ Z+ , êîòîðàÿ "âîãíóòà", ðàâíà
0 â 0 è ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà (îòñþäà îíà
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àâòîìàòè÷åñêè ìîíîòîííà) ÿâëÿåòñÿ åìêîñòüþ íåêîòîðîãî ìîäóëÿ M .
Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆2 îïåðàòîð âòîðîé ðàçíîñòè, òî åñòü
∆2c(a) = 2c(a) − c(a − 1) − c(a + 1) (êîíå÷íî, çäåñü a ≥ 1 , ïðè a = 0
îïåðàòîð ∆2 íåîïðåäåëåí). Â ñèëó âîãíóòîñòè ∆2c(a) ≥ 0 , è ðàâíî 0 ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a . Òåïåðü ìîæíî çàäàòü íóæíûé ìîäóëü M ÿâíîé
ôîðìóëîé:

M = ⊕a≥1C(a)∆2c(a).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ c çàäàíà òàáëèöåé: c(0) = 0 , c(1) = 3 ,
c(2) = 6 , c(a) = 7 ïðè a ≥ 3 . Âòîðûå ðàçíîñòè ðàâíû ∆2(1) = 0 ,
∆2(2) = 2 , ∆2(3) = 1 è äàëåå 0 . Ìîäóëü M èçîìîðôåí C(2) ⊕ C(2) ⊕
C(3) .

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèþ åìêîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü òîé æå ôîðìóëîé
äëÿ ëþáîãî A -ìîäóëÿ M êîíå÷íîãî òèïà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ñëó-
÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî âûøå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ c = c(M)
óæå íå îáÿçàòåëüíî ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåí-
òà. Âìåñòî ýòîãî ôóíêöèÿ c , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, ñòàíîâèòñÿ
àôôèííîé, âèäà t0 + ra , ãäå r ðàâíî ÷èñëó áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
ñëàãàåìûõ C(∞) â ðàçëîæåíèè M , à t0 - êîíñòàíòà.

Ïóñòü òåïåðü N - ïîäìîäóëü A -ìîäóëÿ M (òî åñòü èíâàðèàíòíîå îò-
íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ T ïîäïðîñòðàíñòâî â M ). Äîâîëüíî ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî c(N, ·) ≤ c(M, ·) . Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òèï N áóäåò ïîä-
òèïîì òèïà M . Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ôàêòîðìîäóëÿ
M/N . Îäíàêî òèï ïîäìîäóëÿ N åùå î÷åíü ìàëî ãîâîðèò î ðàñïîëîæå-
íèè N â M , è äàæå î äèñêðåòíûõ èíâàðèàíòàõ ýòîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü M = C(3) ⊕ C(1) ñ îáðàçóþùèìè e è f , è N -
ìîíîãåííûé ïîäìîäóëü âûñîòû 2 , ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì Te+αf , ãäå
α ∈ K . Åñëè α = 0 , ôàêòîðìîäóëü M/N èìååò òèï (1, 1) . Îäíàêî åñëè
α 6= 0 , òèï ôàêòîðìîäóëÿ M/N ðàâåí (2) .

Òàêèì îáðàçîì, òèï ôàêòîðìîäóëÿ M/N íå îïðåäåëÿåòñÿ òèïàìè M
è N . Èìååòñÿ öåëàÿ ñåðèÿ òèïîâ (èëè äèàãðàìì Þíãà), ñâÿçûâàþùàÿ
òèï ïîäìîäóëÿ N ñ òèïîì ìîäóëÿ M (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëèòòëâóäà-
Ðè÷àðäñîíà, ñì. [7]). Ìû ïðåäëàãàåì ÷óòü èíà÷å (ñ ïîçèöèé äèñêðåòíîé
âîãíóòîñòè) è ÷óòü áîëåå îáùèì îáðàçîì ïîñìîòðåòü íà ýòî â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

3 Èíâàðèàíòû ïîäìîäóëåé

Ïóñòü M � A -ìîäóëü (êîíå÷íîé äëèíû), è äàíû n åãî ïîäìîäóëåé
N1, . . . , Nn . Äëÿ öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà a = (a1, . . . , an) ∈ Zn

+ ïîëî-
æèì N(a) = T a1N1 + · · ·+T anNn ; ýòî ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M . Îáîçíà÷èì
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c(M ; N1, . . . , Nn; a) = l(M/N(a)) . Ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ (öåëîçíà÷íàÿ)
ôóíêöèÿ c(M ; N1, . . . , Nn; ·) íà öåëî÷èñëåííîì îðòàíòå Z+ , êîòîðóþ ìû
íàçûâàåì ñíîâà ôóíêöèåé åìêîñòè ìîäóëÿ M îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà
ïîäìîäóëåé N1, . . . , Nn .

Çàìå÷àíèå. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, çäåñü íå î÷åíü-òî è íóæíî ïðåäïî-
ëîæåíèå î êîíå÷íîñòè äëèíû M . Ãëàâíîå - ÷òîáû ôàêòîðìîäóëè M/N(a)
èìåëè êîíå÷íóþ äëèíó. À äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî áûëî áû ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ìîäóëü M èìååò êîíå÷íûé òèï, à ôàêòîð M/N(0) - êîíå÷íóþ äëè-
íó. Íî äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M êîíå÷íîé äëèíû.

Íàïðèìåð, ïóñòü äåéñòâèå T íà ïðîñòðàíñòâå M òðèâèàëüíîå (íóëå-
âîå, òî åñòü ìîäóëü M ýëåìåíòàðíûé), à ïîäìîäóëè N1, . . . , Nn - îäíî-
ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ åìêîñòè ïî ñóùåñòâó
(ñ òî÷íîñòüþ äî î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàíãîâóþ
ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî (âåêòîðíîãî) ìàòðîèäà.

Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè, îãðàíè÷èâàÿñü â äàëü-
íåéøåì ñëó÷àåì n = 2 , òî åñòü ñëó÷àåì ïàðû ïîäìîäóëåé. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ýòî ñäåëàíî äëÿ ïðîñòîòû. Îäíàêî åñòü è áîëåå ñóùåñòâåííàÿ
ïðè÷èíà. Äåëî â òîì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå n = 2 ñóùåñòâåííî äëÿ ñïðà-
âåäëèâîñòè Òåîðåìû 2. Äëÿ áîëüøèõ n óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2 ïðîñòî
íåâåðíî, òàê êàê ñóùåñòâóþò íåïðåäñòàâèìûå ìàòðîèäû.

Ïðåæäå âñåãî, c(0) ðàâíÿåòñÿ ðàçìåðíîñòè ôàêòîðìîäóëÿ M/(N1 +
N2) . Íå îñîáî òåðÿÿ â îáùíîñòè ìîæíî çàìåíèòü M íà N1 + N2 (ýòî
èçìåíèò ôóíêöèþ íà êîíñòàíòó); êàê ïðàâèëî, ìû òàê è áóäåì ñ÷èòàòü.
Â ýòîì ñëó÷àå c(0) = 0 .

Âîîáùå, èìååò ìåñòî ïðîñòàÿ ôîðìóëà ñäâèãà

c(M ; N1, N2; a + b) = c(M ; T a1N1, T
a2N2; b).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè S - ïîäìîäóëü â M , ñîäåðæàùèéñÿ â N(a) ,
òî ôóíêöèÿ íå èçìåíèòñÿ äëÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà a′ ≤ a ïðè çàìåíå
ìîäóëÿ M íà åãî ôàêòîðìîäóëü M/S (êîíå÷íî, íóæíî çàìåíèòü N1 è
N2 íà èõ îáðàçû â M/S ).

Çàôèêñèðóåì âðåìåííî âòîðóþ êîîðäèíàòó a2 ∈ Z+ è ðàññìîòðèì
îãðàíè÷åíèå íàøåé ôóíêöèè íà "ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ" (a1, a2) , a1 ∈
Z+ . Ïîëüçóÿñü ïåðâûì çàìå÷àíèåì, ìû ìîæåì çàìåíèòü N2 íà T a2N2 .
À ïîëüçóÿñü âòîðûì, çàìåíèòü M íà ôàêòîðìîäóëü M/T a2N2 . Ïîñëå
ýòîãî ìû âèäèì, ÷òî

c(M ; N1, N2; (a1, a2)) = c(M̄ ; N̄1, 0; (a1, a2)),

ãäå M̄ = M/T a2N2 , à N̄1 - îáðàç N1 â M̄ , òî åñòü N̄1 ðàâåí (N1 +
T a2N2/T

a2N2 = N1/(N1 ∩ T a2N2) . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

c(M ; N1, N2; (·, a2)) = l(M̄/N̄1) + c(N̄1, ·).
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Òî åñòü îãðàíè÷åíèå íàøåé ôóíêöèè c íà "ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ"
íà âûñîòå a2 ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû l(M/(N(0, a2)) ) ñ
ôóíêöèåé åìêîñòè ìîäóëÿ N̄1 = N1/(N1 ∩ T a2N2) .

Ñòîèò îòìåòèòü äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ. Ïåðâûé - êîãäà a2 = 0 , òî åñòü
ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ íà îñü àáñöèññ. Òîãäà íàøà ôóíêöèÿ c ñîâïàäàåò
(ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû l(M/N1 + N2)) ñ ôóíêöèåé åìêîñòè ìîäóëÿ
N1/(N1∩N2) = (N1+N2)/N2 . Èëè, åñëè M = N1+N2 , òî ïðîñòî ñîâïàäà-
åò ñ c(M/N2, ·) - ôóíêöèåé åìêîñòè ôàêòîðìîäóëÿ M/N2 . Âòîðîé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé - êîãäà a2 - "áîëüøîå" ÷èñëî (≥ h(N2) ). Òîãäà T a2N2 = 0 ,
è îãðàíè÷åíèå íàøåé ôóíêöèè c íà "âûñîêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ" ïðÿìóþ
ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû l(M/N1) ) ñ ôóíêöèåé åìêîñòè ìî-
äóëÿ N1 .

Àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò ñ îãðàíè÷åíèåì íà "âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå".
Â ëþáîì ñëó÷àå, äëÿ "áîëüøèõ" a (íàïðèìåð, êîãäà a ≥ (h(M), h(M)) )
ôóíêöèÿ c ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà çíà÷åíèè l(M) . Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ÷à-
ñòî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ c íà "êâàäðàòå" {0, 1, . . . , h(M)}2 ⊂
Z2

+ . Èòàê, ïðè óñëîâèè M = N1 + N2 êàðòèíà òàêàÿ:

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

c(M/N1, ·)
c(M, ·)

c(N2, ·) + l(M/N2)

c(M/N2, ·)

c(N1, ·) + l(M/N1)

Ðèñ. 1

Ïîëåçíî åùå îòìåòèòü, ÷òî íà äèàãîíàëè íàøà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé åìêîñòè ìîäóëÿ M . Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè N2 = M
(ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â [7]: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñî-
íà) ôóíêöèÿ c íà "íèæíåì îñíîâàíèè" òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ.

Êîíå÷íî, ôóíêöèÿ c ìîíîòîííà. Îäíàêî ãëàâíîå ñòðóêòóðíîå ñâîé-
ñòâî ôóíêöèè åìêîñòè c(M, N1, N2; ·) çàêëþ÷àåòñÿ â åå "äèñêðåòíîé âî-
ãíóòîñòè". Êîíå÷íî, äèñêðåòíàÿ âîãíóòîñòü âëå÷åò, ÷òî íàøó ôóíêöèþ
c ìîæíî ïðîäîëæèòü äî âîãíóòîé ôóíêöèè c̃ íà âñåì ïîëîæèòåëüíîì
êâàäðàíòå R2

+ . Îäíàêî íà ñàìîì äåëå äëÿ äèñêðåòíîé âîãíóòîñòè òðåáó-
åòñÿ ãîðàçäî áîëüøåå. À èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âîãíóòîå ïðîäîë-
æåíèå c̃ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì íà êàæäîì ñèìïëåêñå ñòàíäàðò-
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íîé òðèàíãóëÿöèè êâàäðàíòà. Ïîä ñòàíäàðòíîé òðèàíãóëÿöèåé ìû ïîíè-
ìàåì òðèàíãóëÿöèþ R2 , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èññå÷åíèåì ïëîñêîñòè ïðÿ-
ìûìè òðåõ ñîðòîâ: x1 = öåëîìó ÷èñëó, x2 = öåëîå ÷èñëî è x2 = x1+ öåëîå
÷èñëî. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâóìåðíûå ñèìïëåêñû ýòîé òðèàíãóëÿöèè ïîëó-
÷àþòñÿ öåëûìè ñäâèãàìè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçáèåíèåì
êâàäðàòà [0, 1]2 äèàãîíàëüþ. Âîò ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàðòèíêà

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

��
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

��
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

��
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

��

�

Ðèñ. 2
Ðàçóìååòñÿ, äèñêðåòíóþ âîãíóòîñòü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåïîñðåä-

ñòâåííî â òåðìèíàõ ôóíêöèè c , íå îáðàùàÿñü ê ïðîäîëæåíèþ. Âîîáùå,
ïóñòü f - ôóíêöèÿ íà Z2

+ (èëè íà Z2 ). Ìû ñêàæåì, ÷òî îíà äèñêðåòíî
âîãíóòà, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ Z2

+ âûïîëíåíû òðè ñîðòà íåðàâåíñòâ
(îáîáùàþùèå â êàêîì-òî ñìûñëå íåðàâåíñòâà ∆2f ≥ 0 äëÿ ôóíêöèé îä-
íîé ïåðåìåííîé):

1. f(a1, a2) + f(a1 + 1, a2 + 1) ≥ f(a1 + 1, a2) + f(a1, a2 + 1).
2. f(a1, a2) + f(a1 + 2, a2 + 1) ≤ f(a1 + 1, a2) + f(a1 + 1, a2 + 1).
2′. f(a1, a2) + f(a1 + 1, a2 + 2) ≤ f(a1, a2 + 1) + f(a1 + 1, a2 + 1).
Íàãëÿäíî ýòè íåðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþò òðåì ðèñóíêàì, ãäå ðàçäåëÿ-

þùåå ðåáðî óêàçûâàåò ïàðó âåðøèí ñ áîëüøèì (èëè ðàâíûì) çíà÷åíèåì
ñóììû çíà÷åíèé f :

�
�

�

1
�

�
�

�
�

�

2
�

�
�

�
�

�

2′

Ðèñ. 3

Îòìåòèì, ÷òî íàøà äèñêðåòíàÿ âîãíóòîñòü âëå÷åò "âîãíóòîñòü" îãðà-
íè÷åíèÿ f íà ãîðèçîíòàëüíûå, âåðòèêàëüíûå è äèàãîíàëüíûå "ïðÿìûå",
êàê ïîêàçûâàåò Ðèñ. 4 (ïðèðàùåíèå ôóíêöèè íà ñòðåëêå c ≤ ïðèðàùå-
íèÿ íà ñòðåëêå b , à òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ≤ ïðèðàùåíèÿ íà ñòðåëêå a ).
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�
�

��
a

�
�

��
b

�
�

��
c

c ≤ b ≤ a

-
a

-
c

-b

�
�

�

�
�

�

Ðèñ. 4

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ åìêîñòè ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíî ïàðû ïîäìî-

äóëåé c(M ; N1, N2) : Z2
+ −→ Z äèñêðåòíî âîãíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü ïàðó ñîîòíîøåíèé 1 è 2 (ñîîò-
íîøåíèå 2′ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî). Â ñèëó ôîðìóëû ñäâèãà ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü a = 0 è M = N1 + N2 . Ïðè ïðîâåðêå ñîîòíîøåíèÿ 1 ìû ìîæåì
òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ìîäóëè N1 è N2 ýëåìåíòàðíûå, òî åñòü ïðîñòî âåê-
òîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä:

l(N1 + N2) ≥ l(N1 + N2/N1) + l(N1 + N2/N2).

Èëè l(N1) + l(N2) ≥ l(N1 + N2) , ÷òî óæå î÷åâèäíî.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå 2. Ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M =

N1 + N2 , TN2 = 0 è T 2N1 = 0 . Îíî òîãäà èìååò âèä

l(M/TN1 + N2) + l(M/TN1) ≥ l(M),

èëè
l(M/TN1 + N2) ≥ l(TN1).

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñþðúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà óìíîæåíèÿ
íà T

(N1 + N2)/(TN1 + N2) −→ TN1.

Ñþðúåêòèâíîñòü æå âèäíà èç òîãî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ

N1/TN1 −→ (N1 + N2)/(TN1 + N2) −→ TN1

ñþðúåêòèâíà. �
Çàìå÷àíèå.Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ âîãíóòîñòü ôóíê-

öèè åìêîñòè äëÿ n ïîäìîäóëåé. Íî äëÿ n = 2 ìû äîêàçûâàåì îáðàùåíèå
Òåîðåìû 1. À èìåííî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : Z2
+ −→ Z - äèñêðåòíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ,

ïðè÷åì f(0) = 0 è f ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãó-

ìåíòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìîäóëü M êîíå÷íîé äëèíû è äâà åãî ïîäìî-

äóëÿ N1 è N2 , òàêèå ÷òî f(·) = c(M ; N1, N2; ·) .
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Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, äâà ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ (ðàâåíñòâî 0 â 0
è ñòàáèëèçàöèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà) íå î÷åíü ñóùåñòâåí-
íû. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäèìûå íèæå, âèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäóëè êîíå÷íîãî
òèïà âìåñòî ìîäóëåé êîíå÷íîé äëèíû. Íî ìû íå õîòèì íà ýòî îòâëåêàòü-
ñÿ.

Îñòàòîê ðàáîòû áóäåò ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Äëÿ ýòî-
ãî ìû áóäåì ÿâíî êîíñòðóèðîâàòü òðåáóåìûå ìîäóëü è åãî ïîäìîäóëè.
Ýòî áóäåò ñäåëàíî â òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà ìû àíàëèçèðóåì ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó, ñâÿçàííóþ ñ äèñêðåòíî âîãíóòîé ôóíêöèåé, à èìåííî
åå ïàóòèíó. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ïàóòèíû ìû ñòðîèì íåêîòîðîå êîíå÷íîå
(÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàêîíåö, ïî óïîðÿäî÷åííîìó ìíî-
æåñòâó è äâóì åãî åñòåñòâåííûì èäåàëàì ìû ñòðîèì òðåáóåìûé ìîäóëü
è ïàðó åãî ïîäìîäóëåé.

4 Ïàóòèíà äèñêðåòíî âîãíóòîé ôóíêöèè

Ïóñòü f - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà Z2
+ . Ïîëüçóÿñü ââåäåííîé â ðàçäåëå

3 ñòàíäàðòíîé òðèàíãóëÿöèåé Σ êâàäðàíòà R2
+ , ïðîäîëæèì êàíîíè÷å-

ñêè ôóíêöèþ f íà ýòîò êâàäðàíò. À èìåííî, íà êàæäûé ñèìïëåêñ ýòîé
òðèàíãóëÿöèè ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f ïî àôôèííîñòè; ïîëó÷åííîå ïðî-
äîëæåíèå îáîçíà÷èì f̃ . Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèÿ f̃ êóñî÷íî ëèíåéíà,
èëè òî÷íåå êóñî÷íî àôôèííà. Èçëîìû, òî åñòü íàðóøåíèÿ àôôèííîñòè
ìîãóò ïðîèñõîäèòü ëèøü âäîëü ðåáåð íàøåé òðèàíãóëÿöèè Σ . Ñíàáæàÿ
ðåáðà ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàòíîñòÿìè, ìû ïðåâðàùàåì Σ âî âçâåøåí-
íûé ãðàô, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ïàóòèíîé.

Áîëåå ïîäðîáíî. Ñ êàæäûì ðåáðîì e (òî÷íåå, âíóòðåííèì ðåáðîì,
íå ëåæàùèì íà ãðàíèöå êâàäðàíòà) òðèàíãóëÿöèè Σ ñâÿæåì ÷èñëî δ(e)
- ñòåïåíü èçëîìà ôóíêöèè f̃ (èëè f ) âäîëü ýòîãî ðåáðà. Ê òàêîìó ðå-
áðó e = [x, y] ïðèìûêàþò ðîâíî äâà òðåóãîëüíèêà, ñêàæåì, [x, y, z] è
[x, y, z′] . Òàê âîò,

δf (e) = δ(e) = f(x) + f(y)− f(z)− f(z′).

(Äëÿ ãðàíè÷íîãî ðåáðà ñòåïåíü èçëîìà íåîïðåäåëåíà, òàê êàê ê íåìó ïðè-
ìûêàåò òîëüêî îäèí òðåóãîëüíèê. Åñëè óãîäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü åå ðàâíîé
+∞ .) Ïðèïèñûâàÿ ðåáðàì Σ ýòó êðàòíîñòü, ìû ñíàáæàåì îäíîìåðíûé
îñòîâ Σ ñòðóêòóðîé âçâåøåííîãî ãðàôà.

×èñëà δ(e) íå ïðîèçâîëüíû; äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé (íå ëåæàùåé íà
ãðàíèöå êâàäðàíòà) âåðøèíû a èìååòñÿ îäíî ñîîòíîøåíèå. À èìåííî,
ðàññìîòðèì øåñòü ðåáåð íàøåé òðèàíãóëÿöèè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû
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a , è îðèåíòèðóåì èõ â íàïðàâëåíèè îò a . Òîãäà ñóììà ýòèõ øåñòè âåê-

òîðîâ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé ðàâíà 0 . Íàçîâåì ýòî óòâåðæäåíèå Ëåì-

ìîé î áåçäèâèðãåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòî. Áåç îñîáîãî óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0 . Øåñòü âåêòîðîâ-ðåáåð, âûõîäÿùèå èç a , ýòî
âåêòîðà (1, 0) , (1, 1) , (0, 1) , (−1, 0) , (−1,−1) è (0,−1) . Ðàññìîòðèì
âòîðóþ ( y -âóþ) êîîðäèíàòó íàøåé ñóììû. Îíà ðàâíà ñóììå êðàòíîñòåé
âòîðîãî è òðåòüåãî ðåáðà ìèíóñ ñóììà êðàòíîñòåé ïÿòîãî è øåñòîãî. Ïåð-
âàÿ ñóììà ðàâíà

f(0, 0) + f(1, 1)− f(1, 0)− f(0, 1) + f(0, 0) + f(0, 1)−
f(1, 1)− f(−1, 0) = 2f(0, 0)− f(1, 0)− f(−1, 0).

Âòîðàÿ ñóììà ðàâíà

f(0, 0) + f(−1,−1)− f(−1, 0)− f(0,−1) + f(0, 0) + f(0,−1)−
f(−1,−1)− f(1, 0) = 2f(0, 0)− f(−1, 0)− f(1, 0),

÷òî òî æå ñàìîå.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ ïåðâîé ( x -âîé) êîîðäèíà-

òû. �
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f̃ âîãíóòà (òî åñòü èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ

f äèñêðåòíî âîãíóòà), òî êðàòíîñòè âñåõ ðåáåð íåîòðèöàòåëüíû. Âåðíî
è îáðàòíîå, íî íàì ýòî íå ïîíàäîáèòñÿ. Áîëåå òîãî, ïàóòèíà ôóíêöèè îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ àôôèííîé
ôóíêöèè. Òàê ÷òî îíà íåñåò â ñåáå ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î ôóíê-
öèè. À åñëè ôóíêöèÿ åùå è ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ (êàê ôóíêöèÿ
åìêîñòè c(M ; N, N ; ·) ), òî è êðàòíîñòè (âåñà) ðåáåð - öåëûå íåîòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà. Íàãëÿäíî ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü òàêóþ (öåëî÷èñëåí-
íóþ) ïàóòèíó, ïðîâîäÿ k áëèçêèõ ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ âìåñòî ðåáðà
êðàòíîñòè k .

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f íà Z2
+ , çàäàííóþ òàáëèöåé

... .... .... ... .... ....
2 4 6 7 7 ....
2 4 6 7 7 ....
2 4 5 6 6 ...
1 3 4 4 4 ...
0 1 2 2 2 ...

Ôàêòè÷åñêè îíà çàäàíà íà "êâàäðàòå" {0, 1, 2, 3}2 ⊂ Z2
+ , à äàëüøå

ïðîäîëæàåòñÿ ïî ìîíîòîííîñòè. Êàê ëåãêî ïîíÿòü, åå ïàóòèíà èìååò âèä
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Ðèñ.5

Â îêðåñòíîñòè êàæäîé (âíóòðåííåé) âåðøèíû íàøó ïàóòèíó ìîæíî
ïîíèìàòü êàê íàëîæåíèå íåñêîëüêèõ ëîêàëüíûõ êàðòèíîê îäíîãî èç ïÿòè
òèïîâ:

c
a)

c
b)

c��

�
�

c)

c��

d)

c
�

�

e)

Ðèñ.6

Ðåáðà íàøåé ïàóòèíû äåëÿòñÿ íà òðè ãðóïïû - ãîðèçîíòàëüíûå, âåð-
òèêàëüíûå è äèàãîíàëüíûå (êîðîòêî - h -ðåáðà, v -ðåáðà è d -ðåáðà). Äèà-
ãîíàëüíûå ðåáðà, êàê ìû óâèäèì, áóäóò èãðàòü îñîáóþ ðîëü. Ýòî îáúÿñ-
íÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ òî÷êè x = (x1, x2) ∈ Z2
+ âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî:

f(x) = D(x) + f(x1, 0) + f(0, x2)− f(0, 0),

ãäå D(x) - ñóììàðíîå ÷èñëî d -ðåáåð ïàóòèíû ôóíêöèè f , ïîïàâøèõ â

ðåãèîí x− R2
+ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ýòî ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ òî÷åê íà ãðà-
íèöå êâàäðàíòà R2

+ . Ïóñòü òåïåðü òî÷êà x íàõîäèòñÿ ñòðîãî âíóòðè
êâàäðàíòà. Ðàññìîòðèì òðè âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè xh = x − (1, 0) ,
xv = x − (0, 1) è xd = x − (1, 1) . Òàê êàê îíè íàõîäÿòñÿ ñòðîãî íèæå
x , äëÿ íèõ ïî èíäóêöèè ôîðìóëà âåðíà. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ òîëüêî ïî-
êàçàòü, ÷òî ñòåïåíü èçëîìà ôóíêöèè D âäîëü ðåáðà e = [xd, x] ñîâïàäàåò
ñ δf (e) . Íî ñòåïåíü èçëîìà D âäîëü e ðàâíà

÷èñëó d -ðåáåð íèæå x + ÷èñëî d -ðåáåð íèæå xd - ÷èñëî d -ðåáåð
íèæå xh - ÷èñëî d -ðåáåð íèæå xv ,
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÷òî ðàâíî ÷èñëó d -ðåáåð â êâàäðàòå [x, xv, xd, xh] , òî åñòü êàê ðàç δf (e) .�
Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñëàãàåìûå f(x1, 0) è f(0, x2) â

ïîõîæåì âèäå. Äëÿ ýòîãî ìû äîáàâèì ê ïàóòèíå ôóíêöèè f íåñêîëüêî
äèàãîíàëüíûõ ðåáåð, ðàñïîëîæåííûõ óæå çà ïðåäåëàìè êâàäðàíòà. Ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, öåëóþ òî÷êó a = (a1, 0) íà ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíè
êâàäðàíòà. Ñâÿæåì ñ ýòîé òî÷êîé öåëîå ÷èñëî ε(a) , ðàâíîå ÷èñëó (ñ ó÷å-
òîì, êîíå÷íî, êðàòíîñòåé) v -ðåáåð è d -ðåáåð íàøåé ïàóòèíû, ñìåæíûõ
a . Òàê âîò, âûïóñòèì èç òî÷êè a â òî÷êó a′ = (0,−a1) îòðåçîê d -òèïà
ñ êðàòíîñòüþ ε(a) . È òàê ìû ïðîäåëàåì ñ êàæäîé öåëîé òî÷êîé íà ãîðè-
çîíòàëüíîé ãðàíè êâàäðàíòà. Àíàëîãè÷íî íóæíî ïîñòóïèòü ñ òî÷êàìè íà
âåðòèêàëüíîé ãðàíè êâàäðàíòà: èç êàæäîé òî÷êè a = (0, a2) âûïóñòèòü
â òî÷êó a′ = (−a2, 0) îòðåçîê ñ êðàòíîñòüþ, ðàâíîé ÷èñëó h -ðåáåð è
d -ðåáåð, ñìåæíûõ a .

Ïîëó÷åííîå îáðàçîâàíèå áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé ïàóòèíîé

ôóíêöèè f . Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.
Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì (äèñêðåòíî âîãíóòóþ, êàê ìîæíî íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðîâåðèòü) ôóíêöèþ

. . . . . . . . . . . . . . .
4 7 10 11 12 . . .
4 7 10 11 11 . . .
4 7 9 10 10 . . .
4 6 7 8 8 . . .
2 4 5 5 5 . . .
0 1 2 2 2 . . .

Êîíå÷íî, çäåñü óêàçàíû òîëüêî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, äàëüøå âñå ñòà-
áèëèçèðóåòñÿ. Íèæå èçîáðàæåíà ðàñøèðåííàÿ ïàóòèíà ýòîé ôóíêöèè
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Ðèñ. 7

Ïðåäëîæåíèå 1'. Ïóñòü f - äèñêðåòíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ñòà-

áèëèçèðóþùàÿñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Òîãäà

f(x) = D̃(x)− f(0),

ãäå D̃(x) - ÷èñëî d -ðåáåð ðàñøèðåííîé ïàóòèíû ôóíêöèè f , ïîïàâøèõ
â ðåãèîí x− R2

+ .

Òàê, â ïðèìåðå 4, âîçüìåì òî÷êó x = (1, 2) . Êàê âèäíî èç ðèñóíêà
7, íèæå åå ðàñïîëîæåíû 6 d -ðåáåð ðàñøèðåííîé ïàóòèíû, ÷òî ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì f(1, 2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f1 îãðàíè÷åíèå f íà ãîðèçîí-
òàëüíóþ îñü, f1(y) = f(y, 0) äëÿ y ∈ Z+ . ßñíî, ÷òî

f1(·) = f1(0) +
∑

k

∆2f1(k) min(k, ·),

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∆2f1(k) ðàâíî ε(k, 0) - ÷èñëó v -ðåáåð è d -ðåáåð
ïàóòèíû, ñìåæíûõ òî÷êå (k, 0) . Íàêîíåö, min(k, y) - ýòî ÷èñëî ðåáåð íà
îòðåçêå, âûïóùåííîì èç òî÷êè (k, 0) , ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå y . Ñîáèðàÿ
âñå âìåñòå, ìû è ïîëó÷àåì íóæíîå ñîîòíîøåíèå. �

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P(f )

Ñíîâà ïóñòü f : Z2
+ → Z - ñòàáèëèçèðóþùàÿñÿ äèñêðåòíî âîãíóòàÿ ôóíê-

öèÿ, ðàâíàÿ 0 â 0 . Èç ïðåäûäóùåãî ìû âèäåëè, ÷òî ôóíêöèÿ f âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ ïî d -ðåáðàì ðàñøèðåííîé ïàóòèíû ôóíêöèè f . Åñòåñòâåí-
íî îæèäàòü, ÷òî íóæíûå äëÿ òåîðåìû 2 ìîäóëè äîëæíû ñòðîèòüñÿ ñ ïî-
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ìîùüþ òàêèõ d -ðåáåð. Îäíàêî ïðåäâàðèòåëüíî ìû ïîñòðîèì íåêîòîðîå
(êîíå÷íîå) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (ïîñåò, poset) P = P(f) .

Êàê ìíîæåñòâî, P ñîäåðæèò ñòîëüêî ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî èìååòñÿ d -
ðåáåð (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) â ðàñøèðåííîé ïàóòèíå ôóíêöèè f . Ýëå-
ìåíò P , ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó [a, a+(1, 1)] ðàñøèðåííîé ïàóòèíû, ìû
áóäåì ðàñïîëàãàòü íàä òî÷êîé a . Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå
π : P → Z2 . (Íàä òî÷êîé a ∈ Z2

+ ðàñïîëàãàåòñÿ ðîâíî δ(e) ýëåìåíòîâ
P , ãäå e = [a, a + (1, 1)] . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ïðîîáðàçîâ
π íàä îñòàëüíûìè òî÷êàìè.) Ïðåäëîæåíèå 1′ ãîâîðèò, ÷òî f(x) ðàâíî
÷èñëó ýëåìåíòîâ P , ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî íèæå òî÷êè x .

Ñòðóêòóðó ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â P ââåäåì, ïîëüçóÿñü ñòðóêòóðîé
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â Z2 . À èìåííî, äëÿ ýëåìåíòîâ p è q èç P áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî q < p (è ïðîâîäèòü ñòðåëêó èç p â q ), åñëè îáå êîîðäèíàòû
òî÷êè π(q) ñòðîãî áîëüøå, ÷åì êîîðäèíàòû òî÷êè π(p) . Òàê, äëÿ ïðè-
ìåðà 4 ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñåò èçîáðàæåí íà ðèñ. 8 (ìû ðèñóåì òîëüêî
"ñóùåñòâåííûå"ñòðåëêè, îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ ïî òðàíçèòèâíîñòè).
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Ðèñ.8

Òî, ÷òî ñòðåëêè óâåëè÷èâàþò êîîðäèíàòû, ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü íå-
ñêîëüêî åñòåñòâåííûõ èäåàëîâ â P . (Èäåàëîì â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ñ êàæäûì ýëåìåí-
òîì ñîäåðæèò ìåíüøèå ýëåìåíòû.) Èäåàë I1 ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåí-
òîâ ñ íåîòðèöàòåëüíîé ïåðâîé êîîðäèíàòîé. Áîëåå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
I1(k) , k ≥ 0 , èäåàë ýëåìåíòîâ p , òàêèõ ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè
π(p) íå ìåíüøå k . ßñíî, ÷òî I1 = I1(0) . Àíàëîãè÷íî ââåäåì èäåàëû
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I2(k) , k ≥ 0 , ýëåìåíòîâ ñî âòîðîé êîîðäèíàòîé ≥ k ; I2 = I2(0) . Â ýòèõ
òåðìèíàõ ïðåäëîæåíèå 1' ïðèíèìàåò âèä:

Ïðåäëîæåíèå 1�. Äëÿ òî÷êè x ∈ Z2
+ çíà÷åíèå f(x) ðàâíî ÷èñëó

ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå P \ (I1(x1) ∪ I2(x2)) . �
Ýòà ôîðìóëà óæå î÷åíü íàïîìèíàåò ôîðìóëó äëÿ åìêîñòè: c(x) =

l(M/(T x1N1 +T x1N2)) . Ðîëü ìîäóëÿ M èãðàåò ïîñåò P , ðîëü ïîäìîäóëÿ
Ni - èäåàë Ii , à ðîëü ïîäìîäóëÿ T kN1 - èäåàë I1(k) . Îñòàåòñÿ òîëüêî
ïðèäàòü ýòîé àíàëîãèè òî÷íûé ñìûñë, ÷åì ìû è çàéìåìñÿ â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

6 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è

íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü P - êîíå÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (ïîñåò). Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè, ìû ïðîâîäèì ñòðåëêó èç áîëüøåãî ýëåìåíòà â ìåíüøåå. Åñëè
âîñïðèíèìàòü ýòè ñòðåëêè êàê äåéñòâèå îïåðàòîðà T , ìû ïîëó÷àåì íèëü-
ïîòåíòíûé îïåðàòîð (èëè ìîäóëü íàä êîëüöîì A = K[[T ]] ; áîëåå òî÷íî
ìû ñêàæåì íèæå). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ãîâîðèòü î òèïå ýòîãî ìîäóëÿ,
òî åñòü î ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå Þíãà. Èíòåðåñíî, ÷òî ïåðâîíà-
÷àëüíî ïî ïîñåòó áûëà ïîñòðîåíà èìåííî äèàãðàììà Þíãà (â ðàáîòå [5],
ñì. òàêæå [2]). È ëèøü ïîçäíåå, â [8] áûëà ââåäåíà ïðîìåæóòî÷íàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâà ñ íèëüïîòåíòíûì äåéñòâèåì. Îïèøåì êðàòêî ýòó
êîíñòðóêöèþ, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê óïîìÿíóòûì ðàáîòàì.

Èòàê, ïóñòü P = (P, >) - êîíå÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî M = K ⊗ P ñ áàçèñîì èç
âûðàæåíèé [p] = 1 ⊗ p , p ∈ P . Ìû õîòèì çàäàòü íà M íèëüïîòåíòíîå
äåéñòâèå T , ïîëüçóÿñü ñòðóêòóðîé ïîðÿäêà > . Íåñîìíåííî, ÷òî T [p]
äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ [q] ñ q < p , íî êà-
êóþ? Âèäèìî, ïðàâèëüíåå âñåãî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû äîëæíû
áûòü àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè; â ÷àñòíîñòè, ïîëå K äîëæíî áûòü
"áîëüøèì". Ïîñòóïèì ïîýòîìó òàê. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ p è
q ñ p > q âîçüìåì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ Xpq , à â êà÷åñòâå ïîëÿ
K âîçüìåì ïîëå F(Xpq, p > q) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä íåêîòîðûì
âñïîìîãàòåëüíûì áàçèñíûì ïîëåì F . Äåéñòâèå T çàäàäèì ôîðìóëîé

T [p] =
∑
q<p

Xpq[q].

Çàäàííûé ýòîé ôîðìóëîé A -ìîäóëü M áóäåì îáîçíà÷àòü êàê K ⊗ P .
Íàïðèìåð, åñëè P - òðèâèàëüíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, òî K⊗P - ýëåìåíòàð-
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íûé ìîäóëü. Íàïðîòèâ, åñëè P - öåïü (òî åñòü èçîìîðôíî åñòåñòâåííî
óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó {1, 2, ..., n} ), òî K⊗P - öèêëè÷åñêèé ìîäóëü
C(n) ñ îáðàçóþùåé [n] . Âîîáùå, åñëè P åñòü íåñâÿçíàÿ ñóììà ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ P , P =

∐
i Pi (ýòî çíà÷èò, ÷òî ýëåìåíòû

èç ðàçíûõ Pi íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé), òî ìîäóëü K ⊗ P åñòü ïðÿìàÿ
ñóììà ìîäóëåé K ⊗ Pi .

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùàÿ êîíñòðóêöèÿ íå ñîâñåì ôóíêòîðèàëüíà, è
ìîðôèçìû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íå äàþò ãîìîìîðôèçìû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé. Îäíàêî åñëè I - èäåàë â P , òî ìîäóëü K ⊗ I
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ êàê ïîäìîäóëü ìîäóëÿ K ⊗ P .

Êàæäîå (êîíå÷íîå) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò êà-
íîíè÷åñêîé ôèëüòðàöèåé, ñîñòîÿùåé èç èäåàëîâ. Ââåäåì ñëåäóþùåå ïî-
íÿòèå. Ãëóáèíîé ýëåìåíòà p íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó öåïî÷êè p0 >
p1 > ... > pn = p â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå P . Íà ñàìîì âåð-
õó (íà ãëóáèíå 0 , òî åñòü "íà ïîâåðõíîñòè") ðàñïîëàãàþòñÿ ìàêñèìàëü-
íûå ýëåìåíòû P ; íà ãëóáèíå 1 - ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû P \max(P ) , è
òàê äàëåå. Äëÿ öåëîãî k ≥ 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç P(k) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ãëóáèíû ≥ k . Ýòî èäåàë â P , è ìû ïîëó÷àåì (ãëóáèííóþ) ôèëüòðàöèþ
èäåàëîâ

P = P(0) ⊃ P(1) ⊃ ...

Ñîîòâåòñòâåííî ìû ïîëó÷àåì ãëóáèííóþ ôèëüòðàöèþ ìîäóëÿ M = K ⊗
P :

M = M(0) ⊃ M(1) ⊃ ...,

ãäå M(k) = K ⊗ P(k) . Ýòà ôèëüòðàöèÿ ïîõîæà íà T -àäè÷åñêóþ, âî
âñÿêîì ñëó÷àå âñåãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå M(k + 1) ⊃ TM(k) . Â îá-
ùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâà çäåñü íåò. Íàïðèìåð, äëÿ òàêîãî ïîñåòà èç òðåõ
ýëåìåíòîâ: p < q > r . Èìååòñÿ, îäíàêî, âàæíûé êëàññ ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ãëóáèííàÿ ôèëüòðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ
T -àäè÷åñêîé.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ öåïåé. Òàêîé ïîñåò P íàçîâåì áàíàëüíûì.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäóëÿ K⊗P ãëóáèííàÿ ôèëüòðà-
öèÿ ñîâïàäàåò ñ T -àäè÷åñêîé. Êîíå÷íî, ýòî ìàëî èíòåðåñíûé ñëó÷àé.
Áîëåå èíòåðåñíî, ÷òî íåêîòîðûå óñèëåíèÿ áàíàëüíûõ ïîñåòîâ òàêæå îá-
ëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P0 = (P, >0) è P = (P, >) - äâà ÷àñòè÷íûõ
ïîðÿäêà íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå P , è ïîðÿäîê > ñèëüíåå, ÷åì >0

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p >0 q âëå÷åò p > q ). Ñêàæåì, ÷òî P - íåñóùåñòâåí-
íîå óñèëåíèå P0 , åñëè p > q âëå÷åò, ÷òî P0 -ãëóáèíà q ñòðîãî áîëüøå,
÷åì P0 -ãëóáèíà p .
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Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íîâûå ñòðåëêè â P èäóò òîëüêî â áîëüøóþ
ãëóáèíó. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå èçîáðàæåí ïîñåò P0 è äâà åãî óñèëåíèÿ:
íåñóùåñòâåííîå P è ñóùåñòâåííîå P′ .
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Ðèñ. 9

Ëåììà 1. Ïóñòü P - óñèëåíèå P0 . Ýòî óñèëåíèå íåñóùåñòâåííî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ãëóáèíû îäíà è òà æå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d : P → Z - ôóíêöèÿ ãëóáèíû ïîñåòà P ,
à d0 - äëÿ ïîñåòà P0 . Òàê êàê P ñèëüíåå, òî d ≥ d0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P - íåñóùåñòâåííîå óñèëåíèå, è ïîêàæåì, ÷òî ãëó-
áèíà íå âîçðàñòàåò. Ïóñòü p0 > p1 > ... > pk = p - îäíà èç öåïî÷åê â
ïîñåòå P . Òàê êàê 0d0(p0) < d0(p1) < ... < d0(pk) = d0(p) , òî d0(p) ≥ k ,
îòêóäà d0(p) ≥ d(p) .

Îáðàòíî ñòîëü æå ïðîñòî.�
Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî åñëè P - íåñóùåñòâåííîå óñèëåíèå ïîñåòà P0

(èëè îíè íåñóùåñòâåííî ýêâèâàëåíòíû), òî ìîäóëè K ⊗ P è K ⊗ P0

èçîìîðôíû. Ìû óìååì äîêàçûâàòü ýòî òîëüêî äëÿ ðó÷íûõ ïîñåòîâ.
Îïðåäåëåíèå. Íåñóùåñòâåííîå óñèëåíèå áàíàëüíîãî ïîñåòà íàçîâåì

ðó÷íûì ïîñåòîì.
Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåíû ðó÷íîé è íåðó÷íîé ïîñåòû
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ðó÷íîé ïîñåò íåðó÷íîé ïîñåò

Ðèñ. 10

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðó÷íîãî ïîñåòà P âñå åãî ãëóáèííûå èäåàëû P(k) ,
k = 0, 1, ... , òîæå ÿâëÿþòñÿ ðó÷íûìè.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðî ðó÷íûå ïîñåòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ àññî-
öèèðîâàííûõ ìîäóëåé ãëóáèííàÿ è T -àäè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèè ñîâïàäàþò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü P - ðó÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-

æåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 0 T k(K ⊗ P) = K ⊗ P(k) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èäåàëû P(k) òîæå ðó÷íûå, äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ k = 1 . Áîëåå òîãî, ôàêòîðèçóÿ ïî K ⊗ P(2) ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P èìååò âûñîòó 2 , òî åñòü P(2) ïóñòî. Â ýòîé ñèòó-
àöèè íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

T : K ⊗ P0 → K ⊗ P1

(ãäå Pi - ýëåìåíòû âûñîòû i ) ñþðúåêòèâåí. Âñïîìèíàÿ ïðî "îáðàòíóþ
èíúåêöèþ"φ0 : P1 → P0 , ìû ìîæåì çàìåíèòü P0 íà φ0(P1) . Îòîáðà-
æåíèå T çàäàåòñÿ ôîðìóëîé T [p] =

∑
q<p Xpq[q] , ãäå p èç P0 , à q èç

P1 . Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü îòîáðàæåíèÿ T â ýòîì
áàçèñå îòëè÷åí îò íóëÿ. Íî ýòîò îïðåäåëèòåëü åñòü ñóììà ìîíîìîâ âèäà∏

q Xpq , ãäå p > q . Ðàçíûå ìîíîìû íå ìîãóò ñîêðàòèòüñÿ, è ïîýòîìó íóæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ õîòü îäèí òàêîé ìîíîì. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî
ìîíîìà ñíîâà îáåñïå÷èâàåò èíúåêöèÿ φ0 ; íóæíî âçÿòü

∏
q Xφ0(q)q .�

Ñëåäñòâèå.Åñëè P0 - áàíàëüíûé ïîñåò, à P - åãî íåñóùåñòâåííîå

óñèëåíèå, òî ìîäóëè K ⊗ P0 è K ⊗ P èçîìîðôíû.

Â ñàìîì äåëå, îáà ýòè ìîäóëÿ èìåþò îäíó è òó æå ôóíêöèþ åìêîñòè
(ñì. ðàçäåë 2), à èìåííî, c(k + 1) = |P0| + ... + |Pk| äëÿ êàæäîãî öåëîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî k . �

7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Òåïåðü ìû óæå âïîëíå ãîòîâû ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
Èòàê, ïóñòü f : Z2

+ → Z - äèñêðåòíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 0 â
0 è ñòàáèëèçèðóþùàÿñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Â ðàçäåëå 5
ìû ïîñòðîèëè ïîñåò P = P(f) è äâà åãî èäåàëà I1 è I2 . Ïîëîæèì òåïåðü
M = K ⊗ P è Ni = K ⊗ Ii , i = 1, 2 . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ôóíêöèè f(·)
è c(M, N1, N2; ·) ñîâïàäàþò. Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 1′′ è Ïðåäëîæåíèÿ 2
ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîñåòû I1 è I2 ðó÷íûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííî, çäåñü âïåðâûå ìû ñóùåñòâåííî ïîëü-
çóåìñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèñêðåòíî âîãíóòà. Ìû áóäåì ïðîâåðÿòü, ÷òî
ïîñåò I1 ðó÷íîé; ïðîâåðêà äëÿ I2 àíàëîãè÷íà.

Ýëåìåíòû ïîñåòà I1 ðàñïîëîæåíû íàä òî÷êàìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåò-
êè Z2 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðâûìè êîîðäèíàòàìè (òî åñòü íàä ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòüþ). Êàê ëåãêî ïîíÿòü, ãëóáèíà ýëåìåíòà - ýòî â òî÷íîñòè
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åãî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà. Òàê è îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ýëåìåíòû ïîñåòà I1 ñ
àáñöèññîé k . Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå Pk â Pk−1 , êîòîðîå ïðè ýòîì ñòðîãî ïîíèæàåò âòîðóþ êîîðäèíàòó
(îðäèíàòó). Ìû ïðèâåäåì äâà ðàññóæäåíèÿ, äîêàçûâàþùèå ýòî êëþ÷åâîå
óòâåðæäåíèå.

Ïåðâîå ðàññóæäåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû ïîñåòà - ýòî ïî ñóùå-
ñòâó d -ðåáðà (ðàñøèðåííîé) ïàóòèíû ôóíêöèè f . Êîãäà ìû ðàññêàçû-
âàëè ïðî ïàóòèíó, ìû ãîâîðèëè, ÷òî ýòà ïàóòèíà ïðåäñòàâëÿåò íàëîæåíèå
ëîêàëüíûõ êàðòèíîê èç ðèñ. 6. Ïîëüçóÿñü òàêîé ðàñïóòàííîé ïàóòèíîé,
ìû ìîæåì ñâÿçàòü ñ êàæäûì d -ðåáðîì, "âûõîäÿùåì"èç òî÷êè ñ àáñöèñ-
ñîé k , íåêîòîðîå "ñâîå" d -ðåáðî, "âõîäÿùåå"â òî÷êó ñ àáñöèññîé k , ëå-
æàùåå ñòðîãî íèæå. Äåëàåòñÿ ýòî òàê. Åñëè ýòî d -ðåáðî èìåëî âèä c)
èç ðèñ. 6, ê íåìó ïîäõîäèò ñíèçó d -ðåáðî, êîòîðîå ìû è àññîöèèðóåì ñ
èñõîäíûì. Åñëè æå ýòî áûëî d -ðåáðî èç êàðòèíêè d), òî îò íåãî âíèç
èäåò âåðòèêàëüíàÿ íèòêà. Ýòà íèòêà ëèáî çàêàí÷èâàåòñÿ â êàðòèíêå e)
è äàåò íóæíîå d -ðåáðî. Ëèáî îíà èäåò äî îñè àáñöèññ (òî åñòü äî ãîðè-
çîíòàëüíîé ãðàíè êâàäðàíòà), è òîãäà èç ýòîé ãðàíè÷íîé òî÷êè âûõîäèò
íóæíîå "äîáàâëåííîå" d -ðåáðî ðàñøèðåííîé ïàóòèíû.

Âòîðîå ðàññóæäåíèå. Çàôèêñèðóåì k ; èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ îò-
íîñèòñÿ ê d -ðåáðàì èç âåðòèêàëüíîé ïîëîñû k ≤ x1 ≤ k + 1 (ýòî ýëå-
ìåíòû Pk ) è d -ðåáðàì èç âåðòèêàëüíîé ïîëîñû k − 1 ≤ x1 ≤ k . Ñóùå-
ñòâîâàíèå íóæíîé èíúåêöèè èç Pk â Pk−1 áóäåò óñòàíîâëåíî, åñëè ìû
óñòàíîâèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äëÿ öåëîãî h Z(k, h) îçíà÷à-
åò ÷èñëî d -ðåáåð ðàñøèðåííîé ïàóòèíû, ðàñïîëîæåííûõ â âåðòèêàëüíîé
ïîëîñå k ≤ x1 ≤ k+1 è íèæå h . Òîãäà íàøå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì,
÷òî

Z(k, h) ≤ Z(k − 1, h− 1).

Â ñàìîì äåëå, èìåÿ ýòî óòâåðæäåíèå, ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ñàìûõ íèæ-
íèõ d -ðåáåð èç ïîëîñû k ≤ x1 ≤ k + 1 èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëüêî
æå d -ðåáåð èç ïðåäûäóùåé ïîëîñû è ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî íèæå. Ïî-
ýòîìó ìû ìîæåì èç êàê-òî ñâÿçàòü. Ïîäíèìàÿñü íà ñòóïåíüêó âûøå, ìû
âèäèì, ÷òî äëÿ íîâûõ d -ðåáåð ìû òàêæå ìîæåì íàéòè äîñòàòî÷íîå êî-
ëè÷åñòâî íóæíûõ d -ðåáåð è òàê äàëåå.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ñíîâà êàê ëåãêî ïîíÿòü, ÷èñëî
Z(k, h) ðàâíî ïðèðàùåíèþ ôóíêöèè f íà îòðåçêå [(k, h), (k + 1, h)] , òî
åñòü

Z(k, h) = f(k + 1, h)− f(k, h).

Àíàëîãè÷íî

Z(k − 1, h− 1) = f(k, h− 1)− f(k − 1, h− 1).
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Ðàçíîñòü Z(k−1, h−1)−Z(k, h) , êàê ëåãêî ïîíÿòü, åñòü êàê ðàç ñòåïåíü
èçëîìà f âäîëü v -ðåáðà [(k, h − 1), (k, h)] , è ïîýòîìó íåîòðèöàòåëüíà.
(Òî÷íåå, îíà íåîòðèöàòåëüíà ïðè h ≥ 1 èç äèñêðåòíîé âîãíóòîñòè f .
Äëÿ h ≤ 0 ðàâåíñòâî Z(k − 1, h − 1) = Z(k, h) âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ
ðàñøèðåííîé ïàóòèíû.) �

Èòàê, òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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