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Â ýòîé çàìåòêå ìû íå ïðèâîäèì íîâûõ ôàêòîâ. Îíà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ
áîëåå êîðîòêîãî è ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòà çíàìåíèòîé òåîðåìû Ñêàðôà î íåïóñòî-
òå ÿäðà ñáàëàíñèðîâàíîé èãðû, à òàêæå âûâîäó òåîðåìû Êàêóòàíè èç òåîðåìû
Áðàóýðà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîä èãðîé ìû áóäåì ïîíèìàòü êîîïåðà-
òèâíóþ èãðó áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé. Áîëåå ôîðìàëüíî, èãðîé íàçûâàåòñÿ ïàðà
(N, V ), ãäå N - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ, à V = (V (S), S ⊂ N) - ñåìåé-
ñòâî ìíîæåñòâ V (S), êàæäîå â ñâîåì ïðîñòðàíñòâå RS. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà
x = (xi, i ∈ S) ìíîæåñòâó V (S) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âîçìîæíîñòü êîàëèöèè S
îáåñïå÷èòü êàæäîìó ñâîåìó ÷ëåíó i �ïîëåçíîñòü� xi. Äëÿ âåêòîðà x ∈ RN ÷åðåç xS

îáîçíà÷àåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ x íà ïðîñòðàíñòâî RS (ìû çàáûâàåì çíà÷åíèÿ
xj äëÿ j /∈ S). Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì (èëè ïðèíàäëåæàùèì ÿäðó C(V )),
åñëè: a) x ∈ V (N), è b) äëÿ ëþáîé (íåïóñòîé) êîàëèöèè S â ìíîæåñòâå V (S) íåò
ýëåìåíòà y, êîòîðûé áûë áû áîëüøå xS ïî âñåì êîîðäèíàòàì.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà V (S) íåïóñòû, çàìêíóòû, îãðàíè÷åíû
ñâåðõó (ñóùåñòâóåò âåêòîð M ∈ RN , ÷òî y ≥ MS äëÿ ëþáîãî y ∈ V (S)) è íîð-
ìàëüíû (â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè y ≥ z ∈ V (S), òî y ∈ V (S)). Â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå b) ìîæíî çàïèñàòü ÷óòü ïðîùå: äëÿ ëþáîé êîàëèöèè xS íå ïðèíàäëåæèò
âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà V (S).

ßäðî èãðû ìîæåò áûòü ïóñòûì èëè íåò. Èíòóèòèâíî äîâîëüíî ïîíÿòíî, ÷òî
ïóñòîòà ÿäðà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âîçìîæíîñòè �ìàëûõ� êîàëèöèé âåëèêè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âîçìîæíîñòüþ �òîòàëüíîé� êîàëèöèè N . Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ñëåäóåò
îæèäàòü, ÷òî ÿäðî íåïóñòî. Îäíà èç ôîðìàëèçàöèé ýòé èäåè àïïåëèðóåò ê ïîíÿòèþ
ñáàëàíñèðîâàííîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ êàæäîé êîàëèöèåé S ñâÿçàíî íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî λ(S); òàêàÿ ñèñòåìà êîýôôèöèåíòîâ λ = (λ(S), S ⊂ N) íàçûâàåòñÿ
ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî i ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∑
i∈S λ(S) = 1.

Ñáàëàíñèðîâàííóþ ñèñòåìó êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ÷òî-òî âðîäå ðàç-
áèåíèÿ åäèíèöû. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç 1S õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð
(èëè ôóíêöèþ) ïîäìíîæåñòâà S ⊂ N , òî åñòü ýòà ôóíêöèÿ íà N ðàâíà 1 â òî÷êàõ
S è 0 âíå S. Òîãäà ñáàëàíñèðîâàííîñòü îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî 1N =

∑
S λ(S)1S, òî

åñòü ÷òî �åäèíè÷íàÿ� ôóíêöèÿ 1N ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé λ(S)1S.

Åñëè âñå λ(S) ðàâíû 0 èëè 1, ñáàëàíñèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîýôôèöèåíòîâ ïðå-
âðàùàåòñÿ ïðîñòî â íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîà-
ëèöèè, N = S1

∐
...

∐
Sk. À äëÿ ëþáîãî òàêîãî ðàçáèåíèÿ äîâîëüíî åñòåñòâåííûì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ñóïåðàääèòèâíîñòè: åñëè äëÿ âåêòîðà x ∈ RN âñå åãî
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ïðîåêöèè xSj
ïðèíàäëåæàò V (Sj) (j = 1, ..., k), òî x ∈ V (N). Àíàëîãè÷íîå òðåáî-

âàíèå (óñëîâèå) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñáàëàíñèðîâàíîé ñèñòåìû êîýôôè-
öèåíòîâ λ: åñëè âåêòîð x ∈ RN òàêîâ, ÷òî xS ∈ V (S) äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ñ
λ(S) > 0, òî x ⊂ V (N). È åñëè ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ñáàëàí-
ñèðîâàííîé ñèñòåìû êîýôôèöèåíòîâ λ, èãðà V íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé (ïî
Ñêàðôó). Êîíå÷íî, èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ âûãëÿäèò óæå íå ñòîëü ãëàäêî
è ïðåäïîëàãàåò �÷àñòè÷íîå� ôóíêöèîíèðîâàíèå êîàëèöèé è �÷àñòè÷íîå� âõîæäåíèå
ó÷àñòíèêîâ â êîàëèöèè. Êàê áû òî íè áûëî, óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:
äëÿ ñáàëàíñèðîâàíîé ñèñòåìû λ

V (λ) = {x ∈ RN , xS ∈ V (S) äëÿ ëþáîãî S ∈ N ñ λ(S) > 0}.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñáàëàíñèðîâàííîñòü èãðû îçíà÷àåò, ÷òî V (λ) ⊂ V (N) äëÿ
ëþáîé ñáàëàíñèðîâàííîé ñèñòåìû êîýôôèöèåíòîâ λ.

Ñêàðô [1] äîêàçàë â 1967 ã. ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà. Åñëè èãðà V ñáàëàíñèðîâàíà, òî åå ÿäðî C(V ) íåïóñòî.

Åãî îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿëî â íåêîòîðîé êîíå÷íîé àïïðîêñè-
ìàöèè çàäà÷è è ïîñòðîåíèè çàòåì íåêîòîðîãî àëãîðèòìà. Â 1973 ã. Øåïëè [2],
çàìåíèâ àëãîðèòì Ñêàðôà íåêîòîðîé îáîáùåííîé âåðñèåé ëåììû Øïåðíåðà, ïî-
ëó÷èë èç íåå îáîáùåíèå òåîðåìû Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-Ìàçóðêåâè÷à (èçâåñòíîå
êàê ÊÊÌØ), è óæå åå èñïîëüçîâàë äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñêàðôà. Ñ òåõ
ïîð òàêîé ïóòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñêàðôà ñòàë ñòàíäàðòíûì (ñì., íàïðèìåð,
êíèãè [3,4]; ïîäðîáíåå îá èñòîðèè ñì. [5,6]). Îäíàêî ýòîò ïóòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì
î÷åíü îêîëüíûì. È äàæå óñîâåðøåíñòâîâàííîå (è �ýëåãàíòíîå�, êàê çàÿâëåíî â [4])
äîêàçàòåëüñòâî çàíèìàåò 4 ñòðàíèöû. Ïî÷òè ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â
[5], íî è îíî àïïåëèðóåò ê ïîêðûòèþ ñèìïëåêñà. Ïðÿìîå (ò.å. íå îáðàùàþùååñÿ ê
ÊÊÌØ) ðàññóæäåíèå ïðèâåäåíî â [7]. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðåäëàãàåòñÿ ñîâåð-
øåííî ïðÿìîå è ïðîçðà÷íîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå àïïåëèðóåò íåïîñðåäñòâåííî ê
òåîðåìå Êàêóòàíè è âûãëÿäèò êàê ñòàíäàðòíîå äîêàçàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàâíîâåñèé.

Áîëåå òî÷íî, ìû ïîêàæåì, ÷òî �âñåãäà� (ò.å. áåç ãèïîòåç î ñáàëàíñèðîâàííîñòè)
ñóùåñòâóåò íå÷òî (ïñåâäîÿäåðíîå, èëè ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå), ÷òî â ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ñáàëàíñèðîâàííîñòè äàåò ÿäåðíûé èñõîä. Äëÿ ýòîãî ïîëåçíî ñìîòðåòü íà
èãðó êàê íà íåêóþ �ýêîíîìèêó�. Êîàëèöèè âûñòóïàþò êàê ôèðìû, êîíêóðèðóþùèå
çà ó÷àñòíèêîâ. Áîëåå òî÷íî, ëó÷øå ïðåäñòàâëÿòü, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê âëàäååò
åäèíèöåé ñâîåãî èíäèâèäóàëüíîãî òîâàðà 1i, à êîàëèöèÿ S äëÿ ïîëíîöåííîãî (�ñ
èíòåíñèâíîñòüþ 1�) ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íóæäàåòñÿ â çàòðàòàõ ðåñóðñà 1i. Âïðî÷åì,
îíà ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü è ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(S), çàòðà÷èâàÿ òîãäà ðåñóðñ
λ(S)1S. Åñëè λ = (λ(S)) - èíòåíñèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âñåõ ôèðì-êîàëèöèé,
òî â öåëîì ýêîíîìèêà äîëæíà çàòðàòèòü ðåñóðñîâ â êîëè÷åñòâå

∑
S λ(S)1S. À èìå-

åòñÿ åãî 1N. Ïîýòîìó óñëîâèå ñáàëàíñèðîâàííîñòè λ - ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå �ìà-
òåðèàëüíîãî� áàëàíñà, èëè áàëàíñà ïî òðóäó.

Âåêòîð x = (xi) ∈ RN èãðàåò ðîëü öåí èëè, òî÷íåå, çàðïëàò (åñëè èíäèâèäóàëü-
íûå ðåñóðñû ïîíèìàòü êàê òðóä). Åñëè xS /∈ V (S), êîàëèöèÿ S íå ìîæåò îáåñïå÷èòü
ñâîèõ ÷ëåíîâ òàêîé çàðïëàòîé è ôóíêöèîíèðîâàòü íå ìîæåò (òî åñòü λ(S) = 0).
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Òàê ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ äîïóñòèìîãî ñîñòîÿíèÿ: ýòî ïàðà (λ, x), ãäå λ - ñáà-
ëàíñèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîýôôèöèåíòîâ, à x ∈ V (λ). Îñòàåòñÿ ïîäêëþ÷èòü ê èãðå
óñëîâèå b) èç îïðåäåëåíèÿ ÿäðà.

Íàçîâåì äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå (x, λ) ðàâíîâåñíûì, åñëè äëÿ ëþáîé êîàëèöèè
S âåêòîð xS íå ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü V (S). Â ñàìîì äåëå, åñëè xS ïîïàäàåò
ñòðîãî âíóòðü V (S), òî êîàëèöèÿ S ìîæåò ïîëó÷èòü áîëüøå, ÷åì åé ïðåäëàãàåòñÿ
äåëåæîì x. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôèðìà-êîàëèöèÿ S èìååò �ïî-
ëîæèòåëüíóþ ïðèáûëü� è ñòðåìèòñÿ ôóíêöèîíèðîâàòü áîëåå èíòåíñèâíî. Òî åñòü
ñëîæèâøàÿñÿ ñòðóêòóðà λ åùå íå â ðàâíîâåñèè. Òðåáîâàíèå b) (âìåñòå ñ óñëîâèåì,
÷òî λ(S) = 0 ïðè xS /∈ V (S)) - ýòî ïî ñóùåñòâó àíàëîã òðåáîâàíèÿ ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè êàæäîé ôèðìîé.

Òåîðåìà. Ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà - ñàìàÿ îáû÷íàÿ: åñëè ñïðîñ íà êàêîãî-òî ó÷àñòíèêà ïðå-
âûøàåò ïðåäëîæåíèå, íóæíî óâåëè÷èâàòü åãî çàðïëàòó, è íàîáîðîò. Îñòàåòñÿ òîëü-
êî îôîðìèòü ýòî â òî÷íûõ òåðìèíàõ, ïîñòðîèâ íåêîòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðà-
æåíèå, íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðîãî äàþò ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
íóæíî ñêàçàòü, êàê ïî èìåþùåìóñÿ ñîñòîÿíèþ (x, λ) îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå ñîñòîÿíèå
(x′, λ′), è íà êàêîì ìíîæåñòâå âñå ýòî ïðîèñõîäèò.

Íà÷íåì ñ ìíîæåñòâ. ×åðåç X îáîçíà÷èì �áîëüøîé� êóá â ïðîñòðàíñòâå RN .
Áîëåå òî÷íî, ïóñòü M - òàêîå ÷èñëî, ÷òî: 1) äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S âûïîëíåíî
V (S) < M1S, è 2) òî÷êà −M ëåæèò ñòðîãî âíóòðè ìíîæåñòâà V (i) äëÿ êàæäîãî
ó÷àñòíèêà i ∈ N . Òîãäà X = [−M,M ]N . Äàëåå, Λ = [0, 2]2

N
, ò.å. êàæäîå ÷èñëî λ(S)

â ïðèíöèïå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå ìåæäó 0 è 2.
Çàäàäèì òåïåðü îòîáðàæåíèå (à òî÷íåå, ñîîòâåòñòâèå) F èç X × Λ â ñåáÿ. Äëÿ

ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâèå

φ : Λ =⇒ X,

è äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ñîîòâåòñòâèå

ψS : X =⇒ [0, 2].

Ïîñëå ýòîãî îáðàç òî÷êè (x, λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F (x, λ) = (φ(λ), (ψS(x))).

Ìíîæåñòâî φ(λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê àðãìàêñèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè
∑

S λ(S)1S−
1N íà êóáå X. Ìíîæåñòâî ψS(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

ψS(x) =


{0}, åñëè xS /∈ V (S);

[0, 2], åñëè xS ëåæèò íà ãðàíèöå V (S);
{2}, åñëè xS ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü V (S).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗, λ∗) ñîîòâåòñòâèÿ F ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîâåñíûì ñîñòîÿíèåì (è îáðàòíî). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî
íàáîð λ∗ ñáàëàíñèðîâàí. Â ñàìîì äåëå, ïðåäñòàâèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ó÷àñò-
íèêà i èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∑
S3i λ

∗(S) > 1. Òîãäà (âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå φ)
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x∗i = M . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x∗S íå ëåæèò â ìíîæåñòâå V (S) íè äëÿ êàêîé êîàëèöèè
S 3 i. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ψS, λ

∗(S) = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ êîàëèöèé, îòêó-
äà

∑
S3i λ

∗(S) = 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî (è äàæå ïðîùå) ïðèâîäèòñÿ ê ïðî-
òèâîðå÷èþ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ó÷àñòíèêà i

∑
S3i λ

∗(S) < 1.
Â ýòîì ñëó÷àå x∗i = −M , è â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ψiλ

∗(i) = 2, òàê ÷òî∑
S3i λ

∗(S) ≤ λ∗(i) = 2 > 1.
Èòàê, ñèñòåìà λ∗ ñáàëàíñèðîâàíà. Òîãäà, êîíå÷íî, âñå λ∗(S) ≥ 1, îòêóäà x∗S

íå ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü V (S) íè äëÿ êàêîé êîàëèöèè S. È, íàêîíåö, åñëè
λ∗(S) > 0, òî x∗S ∈ V (S), òî åñòü x∗ ∈ V (λ∗).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè ñóùåñòâóþò. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå
ñîîòâåòñòâèÿ φ è ψS çàìêíóòûå ñ âûïóêëûìè (è íåïóñòûìè) îáðàçàìè, ïîýòîìó
ýòî æå âåðíî äëÿ F . À òîãäà ïî òåîðåìå Êàêóòàíè ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
(x∗, λ∗). �

Êàê âèäíî, äîêàçàòåëüñòâî çàíèìàåò ïðèìåðíî ñòðàíèöó. Âèäíî òàêæå, ÷òî ìû
ìèíèìàëüíî èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå î íåïóñòîòå V (S): íóæíî áûëî òîëüêî,
÷òî íåïóñòû èíäèâèäóàëüíûå ìíîæåñòâà. Íà ñàìîì äåëå âèäíî, êàê ïîäïðàâèòü
äîêàçàòåëüñòâî, ÷òîáû îáîéòèñü åùå áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì: äëÿ ëþáîãî ó÷àñò-
íèêà i íàéäåòñÿ êîàëèöèÿ S 3 i ñ íåïóñòûì V (S). Åñëè æå ó÷àñòíèê i àáñîëþòíî
ñëàáûé, òîãäà, êîíå÷íî, ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Íî òîãäà íóæíî
ïðîñòî óìåíüøèòü N , âûáðîñèâ àáñîëþòíî ñëàáûõ ó÷àñòíèêîâ.

Âèäíî òàêæå, ÷òî ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñ êàæäîé êîàëèöèåé ñâÿçàíà îäíà ôèðìà,
è ÷òî îíà òðåáóåò çàòðàò 1S, à ó êàæäîãî åñòü ïî åäèíèöå ñâîåãî ðåñóðñà, íå î÷åíü-
òî è íóæíà, è ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âñå îáîáùèòü.

Íàêîíåö, âèäíî, ÷òî ìû ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ñâåëè âñå ê òåîðåìå Êàêóòàíè.
Ñ÷èòàåòñÿ (è, âèäèìî, ïðàâèëüíî), ÷òî òåîðåìà Êàêóòàíè ÷óòü ñëîæíåå òåîðåìû
Áðàóýðà, è èçâåñòíûå ìíå âûâîäû òðåáîâàëè äîâîëüíî äëèííîé (õîòÿ è ðóòèííîé)
âîçíè. Çäåñü ÿ õî÷ó ïðåäëîæèòü ñâåäåíèå Êàêóòàíè ê Áðàóýðó, êîòîðîå íå òðå-
áóåò òåõíè÷åñêîé âîçíè è ïðåäïîëîæåíèÿ êîíå÷íîìåðíîñòè. Îíî èíñïèðèðîâàíî
ðàáîòîé [6].

Âûïóêëûì êîìïàêòîì ÿ áóäó íàçûâàòü äàëåå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî X îòäåëèìîãî ëîêàëüíî âûïóêëîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V (ïðè æåëàíèè
÷èòàòåëü ìîæåò ñ÷èòàòü V êîíå÷íîìåðíûì).

Òåîðåìà (Êàêóòàíè-Ãëèêñáåðã).Ïóñòü X - âûïóêëûé êîìïàêò, à F : X =⇒ X
çàìíóòîå ñîîòâåòñòâèå ñ íåïóñòûìè âûïóêëûìè îáðàçàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òî÷êà x∗ ∈ X, òàêàÿ ÷òî x∗ ∈ F (x∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåò, è x /∈ F (x) äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ X. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ (íåïðåðûâíûé)
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë p ∈ V ∗, ñòðîãî ðàçäåëÿþùèé x è ìíîæåñòâî F (x) (òåîðåìà
Õàíà-Áàíàõà). Îáîçíà÷èì

φ(x) = {p ∈ V ∗, px < py äëÿ ëþáîãî y ∈ F (x)}.

Êàê ëåãêî ïîíÿòü, ñîîòâåòñòâèå φ ïîëóîòêðûòî ñíèçó, òî åñòü åñëè p ∈ φ(x), òî
p ∈ φ(x′) äëÿ x′ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâà φ−1(p)
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îòêðûòû â X, è íåïóñòîòà ìíîæåñòâ φ(x), îòìå÷åííàÿ âûøå, îçíà÷àåò, ÷òî îíè ïî-
êðûâàþò X. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè X ìîæíî âçÿòü êîíå÷íîå ÷èñëî p1, ..., pn, òàê
÷òî Ui = φ−1(pi) ïîêðûâàþò X. Ïîëüçóÿñü (íåïðåðûâíûì) ðàçáèåíèåì åäèíèöû,
ïîä÷èíåííûì ïîêðûòèþ (Ui), ëåãêî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûé ñåëåêòîð f ñîîòâåò-
ñòâèÿ φ. Òî åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X −→ V ∗, òàêîå ÷òî f(x)x < f(x)y
äëÿ ëþáîãî y ∈ F (x). (Ôàêòè÷åñêè îáðàç f áóäåò êîíå÷íîìåðíûì, òàê ÷òî ïîïàëè
ïî ñóùåñòâó â êîíå÷íîìåðíóþ ñèòóàöèþ.)

Îáðàçóåì òåïåðü äðóãîå ñîîòâåòñòâèå ψ : X =⇒ X,

ψ(x) = {y ∈ X, f(x)x < f(x)y}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f ñîîòâåòñòâèå ψ ïîëóîòêðûòî ñíèçó (è äàæå îòêðûòî),
îáðàçû åãî âûïóêëûå, è x /∈ ψ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Òîãäà (ïî ñóùåñòâó ïî-
âòîðÿÿ ïðåäûäóùèé òðþê è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Áðàóýðà) ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëü-
íûé ýëåìåíò x∗ äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ψ, òî åñòü òàêîé ýëåìåíò, ÷òî ψ(x∗) = ∅. Íî
F (x∗) ⊂ ψ(x∗), ïîýòîìó F (x∗) òîæå ïóñòî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèÿì òå-
îðåìû. �

Â ýòîì ðàññóæäåíèè êëþ÷åâàì ìîìåíòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñòðî-
ãîì ðàçäåëåíèè x è F (x).
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